0 ديه 2 
اک اتال 
میا سوا مل 
7 : 

a‏ وا لتعليم تد ر پس 
۱ اقم ں ال لی وزارة التربية والتعليم 9 
نہ ودرا لح ۳ ں۔ MINISTKY OF EDUCATION‏ 


الزياضيّات 
للصف الثالث الثانوي 
الفصل الدراسي الثاني 


قسم العلوم الطبيعية 
(بنين) 


ذ, قووزئ امد الذأكير أ. فاروق عبدالرزاق الحدبان 


طبعة ۱۲۸ه-۱۲۹ه 


۷ ۔ ۲۰۰۸م بيع نا ارام 


© وزارة التربية والتعلیم » ١٤٢۱ھ‏ 


فهرسة مكتبة اللك فهد الوطنية أثناء النشر 
السعودیة وزارة التربية والتعليم 
الرياضيات : للصف الثالث الثانوي : قسم العلوم الطبيعية - الفصل 
۰ ص :۲۳۷۲۱ سم 


ردمك : ۸ - ۲۲۸ - ۱۹ - ۹۹٦۰‏ (حموعة) 


٢۳٣ 6‏ - ۱۹ - ۹۹۰۰ (-۲) 
۱- الریاضیات - کتب دراسية 


۲- السعودية - التعلیم الشانوي - کتب دراسية. آ۔ العنوان 


دیوی ۲ 01° 


حقوق الطبع والنشر محفوظة 
لوزارة التربیه والتعليم 
بالملكة العربية السعودية 


۱۹/۳۸ 


موقع الوزارة 
۲٢۲۲۲ (۵‏ 


موقع الادارة العامة للمناهج 
www.moe.gov.sa/curriculum/index.htm‏ 


البريد الالكتروني للادارة العامة للمناهج 


curriculum @ ۵ 


ا حمد لله وحده. والصلاة والسلام على من لا نبي بعده» سيدنا محمد وعلى آله وصحبه. 

أما بعد. 

فاننا نقدم إلى أبنائنا طلبة الشهادة الثانوية (قسم العلوم الطبيعية) الجزء الثاني من كتاب الریاضیات؛ 
وهو الكتاب الأخير من سلسلة كتب الرياضيات التي قمنا بتأليفها لطلبة الرحلة الثانویة وفق النهج الجديد 
الذي اعتمدته وزارة التربية والتعليم» والذي تمت مناقشته في ندوة ضمت مثلين لأقسام الرياضيات في 
كليات العلوم والتربية با جامعات السعودية» کما ضمت عددا من ا مربین والباحثين والميدانيين (من موجهين 
ومدرسين) من مناطق مختلفة من المملكة» وذلك في الفترة ۹ - ٠١‏ جمادی الآخرة لعام 405١ه؛‏ وقد كانت 
الندوة معوحة لأغال نان ودراسات واستبانات واستطلاعات ميدانية. 

يتألف الکتاب من آربعة آبواب هی : 

لاب قایس : تطبیقات حساب التفاضل. 

الباب السادس : حساب التکامل. 

الباب السابع : تطبیقات حساب التکامل. 

الباب الثامن : ال حندسة الفراغية (۲). 

وقد توخینا في هذا الکتاب - کالکتب الخمسة التي سبقته - عرض الفاهیم بشکل يساعد الطالب على 
التعلم الذاتي» فأكثرنا من الأمثلة» ووضعنا تدریبات تتکون من تطبیقات مباشرة تساعد العلم على التعلیم 
والتقویم وتساعد الطالب على التعلم. وكبقية الکتب السابقة لهذا الکتاب فان هذه الطبعة تعتبر تجريبية» 
وآملنا أن تصلنا من إخواننا الیدانیین ملحوظانهم مفصّلة» عن طریق الادارة العامة للمناهج بوزارة التربية 
والتعلیم» شاکرین شم تعاونهم البناء؛ وآخر دعوانا أن الحمد لله رب العا مین وصل الله على سیدنا محمد 
وعلى آله وصحبه أجمعين. 

الرياض في ٥‏ صفر ١٤٢٥ھ‏ 


المؤلفون 


اله رس 


الباب الخامس : تطبيقات حساب التفاضل : 


۱ القیم العظمی والصغری وو‎ ٥ 
۱۱ القيم العظمی والصغرى ال محلیة ےہ ...بب می‎ ۲ - ۵ 
۱ نظرية القيمة المتوسطة سم‎ ۳ - ٥ 
الدوال المطردة» فترات التزايد والتناقص 11 مشٗمسسس سس سس۸‎ 6 - ٥ 
yy التقعر‎ ٥ - ٥ 
۲ ۱ تصنيف النقاط الحرجة سسمومومٗلممفسسسس مم‎ ٦- ٥ 
ا مم‎ as رسم المنحنيات (حالة كثيرات الحدود)‎ ۷ - ٥ 
8+ مسائل القیم القصوى التطبيقية ہے ہس ہم سسسست‎ ۸ - ٥ 
: الباب السادس : حساب التکامل‎ 
نبذة تاريخية ی‎ ١ - 5 
000111 1 [ 101700 الدوال الأصلية‎ ۲ - 5 
۱۱ 1 1 12 1 1 1 التکامل بالتعويض ب1113 1 ز 1 ز1ز1‎ ۳ - 5 
۱ 771 تطبيقات على التكامل غير المحدّد‎ ٤ - 7 
۱۱ ۲۲ التكامل المحدّد مطحي ا مالسو سس ا ل ا‎ ٥ - 5 
بعض خواص التكامل المحدّد سس منص کا‎ ٦-٦ 
O 1 النظرية الأساسية لحساب التكامل‎ ۷ - 7 


الباب السابع : تطبيقات حساب التكامل المحدد : 


۱-۷ إيجاد مساحات بعض الناطق المستوية ”اہ ...‌ 00000000000 
-۷ پیجاد حجوم الأجسام الدورانية ر71ب77ي77يك4 سس اتا 
- ۳ الدالة اللوغاريتمية والدالة الأسية ش*353 


الباب الثامن : اشتندسة الفراغية (9): 


۱-۸ کثبرات الوجوه النشور مس سس سس ۱ 
۸ مسلمات ا حجم؛ حجم المنشور تمسص سس E‏ 
۸ - ارم دع سس سس سس م>٤ٛوسشسس‏ سسشسسہ 0 0 ظ تا 
۸ - 4 الاسطوانة والخروط ا ا ی ۱ 
8- ه الكرة ans‏ ی( 


الباب الخامس 


تطبیقات حساب التفاضل 
مقدمة: ۱ 
١-٥‏ القيم العظمى والصغرى. 
۲-١‏ القیم العظمی والصغرى المحلية. 
۵ ۳ نظرية القيمة المتوسطة. 
٤ ٥‏ الدوال المطردة ء فترات التزايد والتناقص. 
٥ - ٥‏ التقعر. 
٦-٥‏ تصنیف النقاط ا حرجة. 
۵ ۷ رسم ا منحنیات (حالة كثيرات ا حدود). 
۸-٥‏ مسائل القيم القصوى التطبيقية. 


مقدمة : 

إن قابلية الدالة للاشتقاق على فترة تزودنا بقدرة كبيرة على استنباط سلوكها على هذه الفترة» 
وطذا أثر بالغ في التنبؤ بالنتائج العلمية عند استخدام حساب التفاضل في تطبيقاته المتعددة في 
الفیزیاء والفلك» والعلوم والهندسة» والاقتصاد... 


١ ۵‏ القيم العظمى والصغرى 
ل تایه باس ساليل تعرقنا على مقهوم نسم الشقصری ,نة غل عم وگ جتجیی نوی أب لداب ے 
السات عقّبمی اع ل العو ف 3 تب ییا سا قا باس 2 
f n‏ د٤س‏ لکل سي # لے 
وتشیلی | 07ن ج تسه مر مل فب ادا ما عد 5 کے ود 
داح = کو بش بس 23 اله 
ونسمی كلا عر القمة لعظمی والصغری عة تصوی. 
تجرف جھلتا ف هنا انہتے ال تیف یدید ات فی دالة قيمها التصوى سل فرع ما زاب 
بای لف قم فصو ارتا کی دنا ہائٹحوطا ست ا تالیة: 


ملحو ظات (ه-١)‏ 


كانت دده | ہے ا +5 عل ؛ الارن قن كرك انرسم اي ,دا ول“ 
توي عملت أعلى مه دع ار إلى نظ خی ۱ ڑھ ۰۰ )1١‏ هلدا ہلآو کا د زه قيمة 


صغری؟۔ - 


رج د (ح)) 


ید لاما ل-3 


شکل (۱-۰) 
1 قد عق الدالة ذہنٹھا العطمى (أر الصغری) صل ف عند ڈکٹر من نقطة 


شكل (۲-۰) 


نالدالۂ فی الشكل رت - ۲ ) غضل فیمتها العظمي عند کل من جے ی شی 

(۳) قد تعجر الدالة د عن تقيق قيمة عظمى أو صغری على ف ۔ هل تستطیع آن تقدء مثالا 
عل ذلك؟ 

61 (ذا كانت المع ف مغلقة وائدالة د متصنة فان للدالة د نت عطي وة مشي 
على قف 

اوحد القبمتين العظی والصغری للدالة ۔ 

داس = س ¬ و ۹ سی عق عة - ۰۱ ۲]. 

ےا أنه كي ديه فهي متصلیف ریا أن اشع مغلقة فإ د قئل ينها العظی 


EF 3 ٩۰۰1 والصخری عل‎ 


الال (۴۰) يرضح الرسم البق اة د ی 21 ۱ ا من اكل نسح نت 
)ق د العظمی ہی + رشن علدا س ٭ ! ۱ 
زب ا قيمةد اتصیفری هي - 3 أ ونتحقق تیاس ۱-۶, س 


الدصويي : ولک ف اکن شذيدة 0 یکمن جڈا 
متا نا ولذا عب أن نبحث عی شر یله ار ی ٭ 


تسیننسا على مدہسد الف لفصری . ۱۲ 
شکل (ه-*) 


نطرية (۱-۰) 


انرضی آن الدالة د تا قيمة قصوی على الفكرة المفترعة ند عند ح 2 ف ع علدت اما أن د 


الرهان : نکی ااب نانة لي تخت فيها <(ھ] بے عظی ونك أمر تعدیل البردت 
في حال داح ) قيمة مطري لبالب كتدر يب . 

افرمی ٹن د قابلة الإشقاق عند ی 

سیت أن دجاه صقر 

سس الح باس : 


واه مہا اسا دة 


س س س ب ت 
کوک جو مت نے ' 091 5 فا 5 ۱ 3 E‏ 
ہا ۷ ان اد شش حیه فاب كاننا ا ر س سے لوك ہت ار أ سای لكي دق ل 


Es ۲ 7 == 55‏ دا مس 
نشم في ف إذا ثات مي نفع ن يعون ج فان ڑھی ا عفد جیب عليه طان امسر 
ع 


)داعا غير موجب لذ لا دڑھ) > 5د س؟؟ ١‏ من عذا نري أن : 
یہ 


سس 
7-.- 


1 


سسا داس ‏ سا راحم حم ضاراً. 


mnn 


س اح ج الي 

رعليه فإ د ع 2 صا 5 
کدی ذا کات سی عن يسار ج فإن من - ) عم سالب زغل فال خن دی 

سس _- گ 
قبر سالب اھر الدي بعتي آزه پا اس - داع > مفا۔ 
کی س س = ج 
أى ان زج مه صفبأ, 4 
من للشابيتين 1417 (۲) قفص الأ إلى أن د زح د صفما. 9 
ملحوظات (ه - ۲) 

(ء من اآشروري : ف اأنظرية (9 - 41 ءالا تكون ج آحد : ته ١‏ 
حي الف ف قر لہحث الذا ذا ناف فترة متردة). 1 
ا ف لكوت الف رق ۰ ۲):داساعس دی سب ۲ ؛ 
ااا د قيمة عظمی عند س -؟ مع أن د( ؟ )= ا ل 


(؟)النظرية ۵۱ ۱۰ ) تركذ نه عند البحث عن التقاط التي حفن شدند‌ها الدائة فیجها القصری 
على رة مفتوحق ركني أن قف اننظر على الغا الي لا بون ملدالة عندعا مشتقۂ آو 
المشتقة عددها تساوي صقرأ. متل هذه القاط تسمی نقاطاً جرجة. 
تمد الا إلى لثثال 23 ١‏ ؟ ببدم في ضوء انتظرية [2 . | ان عن 
سس - ۱ سي +۹ س والطلرب قيم د لقصوى عل الف ة1- ١‏ 4 1۳ 


لہ اقيم تسق سا عند طسريی ممت [-۱ . ۳٣ء‏ أو عدا تقاط تحمي إلى الفترة الق وة 
۳ 

من اللظریے (۵ ۰ ۱) لت حققت قيمة لصوي للدالة د ق ۱۳۰۱۱۰۱ ذه تشحعن 
سالضروة عند قشة حرجة. عل هذا شصر الہحت عن النقاط الى تتحقل ختیدها شیم 
التصري هل [ ۔١ء‏ ۲ وتقاط د یرجه فى الت (- ١‏ ۽ 15 , 

الات د قابله للانتشانى ني کل مکان (لماذا” ) وعذيه فنقاطها اخ رجه هي تلك التي عتدى 


اح نوم اة 


عل اغات ١‏ ص اط الطرحة الوحصسدة یق + من هیلا نستشچ آن النيم 
القصری تتحقق فى ٹج نة TATE‏ 

وت سو سس کوک ۱ e‏ 4132 بع 
ند الْضمة العظمی تعقو صد ١‏ وشمتيا 2 وید الصطری متي علد .. ١‏ 


,٦٦ تا‎ 


عق القيى لقسری للدالة , 
د اس ات ٢س٢‏ د ٣ا‏ - ا ډه 


عل الفثة 1 - ۲ ۰ 18 


قق اقم النصوى اما عند طرق القت [- 1 , ۳] ہو عبد تقاط حرحیة للدالة د فی العدد 
القتوحة ۰۲-1 *2 وبا بد فابثة لاشقاق في کل مکاد فیکقی للحصول عل اللقاط المرجد 
أن لضع د اسآ .۰ جو 


الا 7 5 5 ب 22 ٦‏ س 1 


۰ 
و با 1 می 


فنع ٦‏ س' - + س ۰ ۲۷ > صقر 
اي ۱ اس مل - 1 ۰ . 

5 ا - ۳) ای + ۱) ت 

فستتع آن تقاط د المرحة ری + ۲ هي علد ٢‏ 432 وأ قبي م الشعوى عقي عند 
نقاط ف موه [ ٣ ١‏ ا ا اور ا دود اذ دولاو میں 
دا ٢)‏ فرت القبمة العظمی عي ١7‏ (وتتحقق عند اس ۔ - )١‏ والقیمة الصغری 


كين سرت اولصي عند س «: 1 


من الشيم القصوی !اة + امارد فى الكل (4 ۔ ۲)صل القع [ه ۰ ۳ 


عي القيم الغعسوی للدالۃ 


الفیم القصرى تتحقق عند قاط من المجموعة الكوّنة من أطراف الفدة [- ۰۱ ۸] وباط د 
اح رجة في الف (-۱ + ۸) 


FY 1"‏ نم ۰ 
رت ہے کک 
۱ 0چ 


ا منتقة غر معفة عندسا اس = صفراء وعليه قد الصفر نقطة حرجة. 
كذلك لس ) = صفرأًعندعا س = ١‏ وعليه فعند ٩‏ نقطة حرجة أيضًا. من هت نيعت آن 


القيم القصوى نتسقق في اللجموعة ۱ ب لر L3‏ ۱ ۳ 
الا : ولإ اكك ولد و بر ول اس صفا دزا دس ١‏ إذن اقب العظعی هي ٭ 


وتتحنی علد - ۱ وآئنیمة الصخری جي 1 وتحفي عند ۰۸ 


)١- تمارين(ه‎ 


في لتیار ين من )١2‏ إل ٦٦)احسب‏ قيم الدانة د القصوی عل الفترة فى . 


ی نبا کیب ۲ س . 
7لاوس ال رن لاس ا 

۱ (سا- ٩‏ س - ھا 

اف واھ ےکا کے ا 


و و یت 


آو و ات ا كن 


في التارين لتالیة أوجد نقاط د آلجرجا: 


(۷) د(س) ہے ۲ سا دس - ۰ سپ ۔ 


قاع کی ۲ 1۲ 
[a]‏ 


فاح إل إ٣‏ 


اھا د ی 
۳ 
(a‏ 2 س E‏ مو" > A‏ 
e‏ زس مخ 
٣‏ 


f (س] وھ ا‎ ai} 


ا 
ه - ؟ القيم العظمى والصغرى المحلية 


سو ہے اور نے ور م ۱ دی * ]۶۱ LFI‏ ج تر سا لے 5 
قستا ور اننيد السايل بتراسة فيم ادا اتوي غل ٹڈ معیته مسقا والاٹا ترصن 


7 7 1 ۲ ۱ 
لا تمر يكلب سای سب سی 


r 


ڑا 3 بوا انب لل ۳۲ فة غقلسی ینید .را ت دا وحتب د نت گے ..۔ ری عير 


ET‏ دل 5 (س) مکل سی وان 
(ب) تغول ان للدالة د قبمة مقرى علیة صد ج إذا وحدت فة مصوحة ك موی ح 
:یٹ یگون : دوع ) 2 د (س) لکل س ناف 
ملحو ظات (۳۵) 


م 7 ا ا > ہے 1 کا 1- ۳13 7 ئا 1 u‏ 7 ۳ 
(î‏ التفر پر ا رلا ات که صسری نے شال د هی !یه إذ! ققیب تا انش قل كمه صخو تة 


3 
1 


اج میاه جا ال وا r TT‏ اك ۲ : ات أ 
ا متو سے متا حف دی لا اه إل نت امسق ج صل جاح ش2 EET‏ شم سس 
3 -: بر ME, hi‏ اڈ نوک وہ :ا ۰۱ با“ مت 1 3 
المي عله ٹین بجی 2 فف اباو رة الكامله 5 کیان ایلئیه ج اا نز ع فا تدع 
جول + ویالغرب مله 
HES‏ آ- »> 5 1 07 إل س کا ہت EE 5 ٦‏ اخ ب |! ۱ 
لسم جج ہام یی ےی جس د ن تیج ین تيا عم ہے + به الک اھ کے انح غه میں 


00001 اعد 


لتداے لے صقری عليه عند جر وهنا واضےم أدا تعن اننظ مله عل ارهز سم 


ا 


3 


۰ ۰1 8 0 کی 1 ۱ il. i.‏ ہے ۳ ۲ 7 
حت اب 3ج ربسا ۳ ٹیپ ا حب 7 سد بیدا م علا الت ليب سبح بر دید دبك عے 


لاد آل مب مكرص مملية عند بوم عظسی اة عند کل سن خر ی 


اتا با حول خي له الصف ى ٹتحلہۃ در رج 1 والاسمة العظعی ۶ و ون 


(۲) نسدی جانا القبمة لمجو الحلية ليدة قصسوی تسیا وکدلٹ وسوس ابعش الفيمة 


الوا عق ا فة نت ۔ کہا ويد ف ! 1 يتن یبای ۔ لبهت لصری فطفقة ۔ 


۲ 2 =1 


2 کیت - ی 2 7 4 وٹ دہ توق السلبھ هي قۃقصری ڑ (مطئتة : غل رت 


عه 


لدا کان لتدالة د كيمة لوی علے عد لها لبن ج تع سے تلد لذ د. 


شاف ا ۱ لانتل بذ ا 2 _ ]٢‏ 
ادر إلى ابل نا ادان موب بطات بالنضرية ذم سر 5 
1 ول عو : هل رت تشرد نيما غعصسویي ,عة 


۱ ۴ ۰1 


نان ھو هي ۸ خی اه ل جه فة عطمی لد ومتى ب تعطی تم تار چ یه 
الالحابة على ب س الا باننفي بان تال پ یوشح الاهم ‏ 


دق ! ذداس) - کت 


بلحل د اس 1 دا سي" 


وله قبع ال وأض يم أن وک کے مشر خقشا جرد 
لشدثة د لا لفیا سا د([س)اعی يمن 
اشيا موحة وی پسار تعفر سالية [انظر تخل 


ہو دوجوب 


تسرف علد شكل (5-5) 
انا فيا بتعنق بالسوال الثاني فالتا زلاحظ عدم لستطاعتنا ااستفادة عن الأسلوب الراره في الیند 
ابارت نت جد لمصوى المطلقية؛ فا لست لديم فقو معطوية ميميف! مب عند 
ار افیا وتشاط الدالة اج بداخلها, ستطسص زا من لاعلا الق اوعاب علي عذا 
الساژل يذلك بعد أن تکرب قد جھاتا بعضی ا نظریات أفكدة في آئبند القادم . آمذ الان نتت ھل! 
ذلك 1 ا یا سر 9 . 3 1 


Te 1‏ وھ یچ ال „Fr‏ 
,لال باللمي جڑھ کک یا 
ل 00 ۳3 


ملحوظة )٤-٥(‏ 
اذا نت للذالة ابیت د قطه جرج بحدة ع قل اله 4 أب وجني <7( ! یه قصری 
جلبه . قان دع لف نصوی معلمۂ عط نک . لتاتنم بمعقولية مه الللحرظة ما ليف إلا تن 
نبدڈ سيان دق لا عشلا ثيمة عظمی لیڈ عد ع رار ما ستطسد أن توصل اثیات بام 


الع زب د ۲ سے tf‏ خی پا ڑج 3 EST‏ دیب انور دنقطةه EE E‏ تجلية ‏ 


مارین (ه- ۲) 


(1) انبسست أن س" صفرا تقطة حرجة لکل من الدوال اثتالية . ثم قزر بالرسم إن كانت 
للدالة قيبة قصوی عغلیة عند الصفر: 

(١(س)‏ > ۳ ۰ س؟ 

زد رس 1 م سي + 1 

دس د )< س 

ژد د (س) «| ۶7 

() بدو من الشکل (9 - ۵) أن القیم العظمی المحلية والصخری المحلية تأي بالت لد . 

أعبط بالرسم مثالاً لدالة غير ثايتة فا قیعة صفري #ارة تعقبها قة مخری لیة . 


ه - ۲ نظريةالقيمةالمتنوسطة 
لقد رأبنا فیا سبق استور امهم الذي تلم التقاط ارد کے شاد تيم الذالة اللتصسرى : 
رتساءل الآت: ثي سن وجرد نقطة رة لاال لي خر مین ؟ 
البظرية اة رای یمود الفضل ف ومعها نثربامي القائي میشہل رول (۲ ۱۰۶ ۰ 
۹ ) تیا شرولا کافیڈ لوحود نفصة حرجة واحقة على الآفل في فترة بعينة . 
ید تاو داه د متصلة عل الع زع يي قان لاا ت اف عي ۱۱٢‏ دا ولوقي 


س 0 إن = 
د داب ). الشكل ۶۸ ۱۷ برح بعش ادوا من هذا الٹوع ۔ 


شکل (ه-7) 


هذه ایسوعات نشي إل وجرد تنطة أو آلشر في الف 13 ه با يرازي عندها اپاس کور ۳ 
ار بالضبظ فصموت تظرية رول 
تظریۃ زد -۲) نظرية رول 
[15 کانت: (41 د معصئه عل لقع 1 ب] 
(۲) د فابلة لاتاق على فة 13 + ب] 


۳ ر )ا ہج ارب ۱ 
فا عدالك عل الأ نقطه واحد: هع (1ء ب) مق ها صفرا. 


البرهان : (غیر مطلوب) ۱ 00 
ادا کت الدالھ د ثایتة على ۰1 : بع فئيس مالك ما تاج مذا مان فتن نعلم أن شعن 


5 .اوی ااصفر غلى ہآ ۽ ا رای طا د 3 ۲۲ زب سای برش 


دبا نشٹرغی أن د شر شیب عل [1 + با 

يا أن د معص ملل قزر مخلقا فهي تعفن قینٹھا العطمي رالصغری فى لفق ولات نمضن 
أن الدائڈ غم ثابئة قلديعا اس[ ان : 

(وجد مى 93ء سا پیٹ د لس کر ڑا) 
1+ س] بسیٹد(س) < 1[ !) 

في ا انة (۱) نری آن القبسة العظمی ڈکبر من +() وبا أن د( ددن خيلا بعني أن 
31 هة العظبي ]٭ + تمقى عند أي من ار ب وعليه ذخ" بد أن 2 تحقق ف اه الشتورسة ڑاء سا 


٩‏ لد می اد 


في اه )ی أن لب انصخری أقل من دا وعليه قل ایض عن د اسا اشر الج 
يعني اتپا 5 کحقی فى الع اام عة( سا 

میں کل ر نتم وجرد نقطة د ۳۲ ڑا ب) ملق ملاعا د قمڈ تصوي على ۹ء سا وبا ن 
د فابئة الاشتقاف عل (1ء با قفاري (۱۱-۵تضمی آن ولح )> صقرا 

( هات بائرے ...2003 امللة تيشم أنه إذا عسوت السانة د من تحقیل أي من انشروط. الٹلاٹۂ 
عل ۱+ ب] فاد لا ترجد عد 3 ! ۲ د ب دع r‏ 7 

(45 عق أن شروط النظریة شروط كقااية ولت ضرور ية بتقهیم عا بالسرسم لداله لا تمق 
اس الوط اثلاکه على [ا + س] رقعلی ذ نحا من أ عن شيل س 2 اء س). 

۳ عل بالامخان تبديل تشرط الأو نیا إلى : 

7ك د ية ماد ! يقي س؟ , 


آذ لم ET E‏ للاتعاف e‏ |] ؛س) لهل يمكن د و ”ناء قن اه طط 1۱ . 


قور غیما بلي ان کاٹ یداد د شق شروط رة ريل على الف الممطاة. لم أوسد < البو 
تمتها النظربة ی حاله توغر الس وط . 


٤إ ی‎ ١٦٠- س٤‎ - د(س) * س"‎ )١( 


(۶)د(س) = ۷س < س على [ ٠:‏ 
(۳] د(س] *] س | غل 1 32 ] 


من بين شريط نتقربة رول پیدو أن الغرط اللات أكفيها یبدا ون انا آن تنیمل إن ان 
بالامكان اسحا عته واخحسول فى الوقت هسه عل ظلرية ذأت عمق ولاندة 
نظرية زه ) ) نظرية الشيمة المخرسطة 
!د تات (۱) د متصلة عل ڑا+ ب | 
+؟) د قابلة للانضاف عل ۴+ سا 


i. —‏ 
فإن سنالك نقتطة واسدۃ على الال ع < (اء سا تلق ڈ(م) » كا با تا 


ه 
سو 


۷ 


البرھان : (غر مطلوب) 
فشكل (۸-۵)بوضح بيان دالة د منصلة له ی( 575 


رقابلة للاشتفاق عن إا -) ولكن د () « د(ب) ۱ ظ 
جن تہ 5 ۱ ۱ 
لس ۱ 


1 0 در ہے ۰ با 7 3 1 
ارسم معد ين لب یل ل مد و مہ بسيث بیاڑی مد الو هاي 


کرای الشكل (۶ 44 ثم أسقط عمودین آه ]هد ټإعز م شکل٥٥۔-۸)‏ 


من توازي سب ط والمحور مد نستتج ان هل نإ وعليه إذا شرا إلى الشككق مركزين على 


۳ 


الجور ین اخشیدین بدلا من تن مد بلالحقبا أن هة السا لا اال ہہ سی 


: لاو ہے : 
37 نے إا وقابلۃ للا شاف یں 


وللا ترجد نقطة م على اثبان عسدها لاس بوازی عور حد . ولا کان 00 ھ لس فان 


1 م‎ e 
. مرس , یقت ہج غاا ج خ‎ 


7 0 ۳1 5 بر 

تا ج و ابا ی 1 ماي ماه لام حورین ا سے دمت قد بوچ ای 
٢ 7 E ۳ ۱‏ 30 ۷ 7 

د 1- | * مهيل نكيم بل شش تت تحسم ان مت 


ملحوظة (۵ ه) 
تخل بط يذ الشبهة المموسطظة افخ تت بة ال عقن 1 یی لیا !خا الي 


ناو طا :لمل هو 1. 


و Si,‏ - إن تاه 0 ۲ 

قزر ما إذا كانت الذاية ‏ درس اميس 

3 ۰ بط نے کہ 3 7 1 + 3, te.‏ 

خف شرطي نقفر یه انفيمة المتروسطة على الفترة] ٠‏ د 15 ثم أوجد ح اللي تعينها | یک ی 
اله توفي اش طین , 


ان تنظ ريه القيمة التوسطة نتائج هديدة وعميعة؛ وستطهر بعمياتها فى مجمل دراستنا القادمة 


نقڈم في ختام هذا اليتد إحدی هله التائج بالتي ستظعر اها عند دراسه ساس “لتقام ۔ 


نتظربة (* -د) 


إخا كان 3 (من) + صفراً لکل س د (اه سا 


من الداثه ن اة على إا ). 


البرهان : 
۱ 0 با ٣ر‏ ن - 
لکل س, ا ۱ سس ر - لدم 
ہہ 5 ت 3 ےا ۳ 7 ہے 1 = - وه > اد 
بے یج فابله اٹ اي می إ٤‏ ب) وا س سا د ڑا نع غاد قايلة لامش 
على وس من ,| ود شف شرل تر بد اسهد الوس عل ۱ سے س ۳ سس عدا 
۲ 


تسج جرڈ ج | س د سم و رکب 


ا 8 


د لس 2 لعن 
رب 1 ت 


E 


اانه 83ء دا فا (ح )ع صقر وعليه 


تمارين(ه -۳) 


في الغمارين من )١(‏ ی (۸) قزر ان كانت د عقي شروط ررل عل اضر ف وقي حالہ تسوار 
الشروط أوجد قيمة ح التي لعيُتها النظرية . 
( داس = مى؟ - 4 مو ۳ ف <[۰: 18 


EES u E ای سی ی‎ 7 [٣ 


۷۶ ذس او جج ے‫ کہ 
121 د اس سس“ - ٦ 1 ٢س ٦‏ كب ٩‏ 2 ] 
ڑ2 لس س" 5 سرد 7 3 ہے سد 2 1 [r‏ 


E ۷)‏ ۳ سں" ھی + اس ۱۲ اف دإ ؟ 
ظ ہے ٦‏ 
A‏ کے سس at‏ م و gq‏ 
ك س رن لا ساسم ۳ 7 
(س) ا ١‏ 
في آثارین 2000100000000 کسان یتوافر سال رط اس القيمة +کسوسطلة عل 
لے فب + اج کڪ یی لب ی به بر توا اد 8 
ا ہی رس می يم لشرطان ‏ 
7 داسی) کی د افا ium‏ 
(۱۰) دسا دس ۶×س 6 TT‏ 
۱1 1 ۳ 55 دو لاسن * !0 8 ۳ ۳۳ ا 0 ۳۷ 
.0 1 
2 دأمى] کے + رسد و ف كلا 
. ۱ 1 
م دس 7 اټ 3 ا عم ۰۱۰۳ #] 


و و ٤‏ 8-81 ۳1 
اح ا eT‏ 


ما معادلة الاس للستي د الذي یواری الوٹر بين (۰: 314 ۲۰۱۵ 


5 
= 1م 
ن 


جذرآ ق الفذ» ۰۶ : ۱ 


اڑرشاد: استخدم الدالة د(می) > می' +۳ س' - 5 من" 1 سن ) 


(15) ده ٹا ال د ای < ۷ س ٠‏ ص لته[ ١‏ ٤]آثیت‏ أن 


۷ ۱ س پا ف ¥ 


(۱۷) اجه كانت د ای * د اسی) على فة (! ب فالبت‌وجود ثابت ح3 ۲ پیٹ 


e o 


٤ - ٥‏ الدوال المطّردة ء فترات التزايد وفترات التناقص 


من اند أن معرینسا أين نتزاید الدالة وأين تتنا فص ستكون عونا کہا لتا عتى آردنا رسم بیان 


الدالة. النظریةاثتالبةء رعی إحدى تتائج نظرية القيمة للتوسطلق دنا بالمطالوس, 
نظریة (ھ-٦)‏ 
لکن د داله ۲ متصئة على [1: سا] 


[) ڈا کات )> صفر لکل سڈ (ء سا فان د متزايدة عل ژاء سا. 
() اذا کات 5(س) < عفر لكل س 2ء ا] فان د متتاقصة عل[ بت 


البرهان : 
ساط الات كريد ويه 1م انت فہ التعدیلات تاد لسن 
على برهان الخنزء (؟) في این . 
افيض أن 3 س > صفر. 
لکن سس یں 3 [1ء ہا يسيك س, 2 س سیت أن د(س,) > د (س,) 
ها أن د قابلة نسلاشتضای على ( + سا فهي تحقق شرطی نظ یتة القیمسةااسوسطة على 


۳ 
5 ہے دج ہا 1۱ 5 غ کی سی 
سید سء ودي ] قار OH‏ ےج کے مو 1 سب ماس ۱ 


د اس " د (س,) 
0-۰.0 اح 
لايم 1 ۳ 
7 11 1 .۰ 1 ۹ عليه فاگ د (س : IE‏ 
وبا آن ح 5 (1+س) فان د إح) > ہیں وعل 5 مس فوچت 
ع ی 
وبا أنه القام موجب فإئنا نستنتج أن قلس ]دوز ۱ شر ۔ 
ای ی بحر المطلوب, 


أوجف فترات التزايك وفرات العتاقصی لند؛له قاس سی" 7 می + غاس ۲ب ۱ 


تعرنید الداله حیثب د (س) موسي 

ونتتاقصي حیٹ د (س) مسالب ولا 

بنبغی علید أن ندرس إشارة المشثفة 5(س) 

درس ٣‏ سس - ۱۸ سی ۷ ۲۶ 2 ؟ زی '- س + ها 

= #إس - ۴)(س - 11. 1 ۲ 


5 . ۔۔۔۔۔ و9 ا 
داس ہج + صا ءا يط ۳ وو 3 7 : 


رالشکصل الأتى (ه - ايب فلي 
على خط اع "۳ إلسارع د می) (راجم شق اد ] 


الففسرة ٦‏ من الیش ۱۳ عن ال 


! وذ مب علا الكناب 1 . 
بعسم لديك أن : 


درس 2 صغر عل (- مه ۲) وغل 4 ۰ عه) وعلیه فزن د متايدة عل الفترتین 


(- ٥ہ‏ ؟] و دع کال د مسناقصة عن العيرة 1 ؟ + 4]. 


i )۲۱۰۲(‏ و 
٢ :‏ 
۱ ۱۸ 
۱ 
۱ 1 
۲ 
ا ۹ 
۲ 
... دمتزايدة-ه بيعي د متناقصة ےھ بج دالة متزايدة .. 3 


لے و 


شكل (ه-١١)‏ 


تمارين(ه -5) 


7 


في التيارين من (۱ )پل ٠١7‏ ) اوجد فترات التزاید والت اقص للدالة عل عجاها . وضع إجبابتك 
برسم في التبارین ۰۳2-4۱۱ 

ادا ا ی ۴ 

د یر ۱ ای > ٣س‏ 

ا یی ہیں ی سی 

() د اس! - س" ل1 س) 

ڑھ) د ارس س ۶ 

روہ = شس 

(۷) د (س) « حاس هس دا ط] 

(۸) د (س) - حتاس : س 3[ +ھ] 

(۹) د إس؛ دظاسء ‏ س دوچ 

> د لس‎ !6٠0( 

(۱۱) آثیت أن جاس < س لکل س 2( :۸ ] 

(ارشاه : ادرس تزاید الدالة د(می) = جاس “ می] 
(۱۲) آورد تفاصیل برعان للحن (۷) من النظربة (۵ ۔ ٦٦‏ . 


ه- هالتقعر 


گے کاو 3 ہےر _۔ 2 راید د ا 
رابا في ایند السايق تفي استخدام الشاقه الارن لتحديد فترات ترايد ورا تناقصى الدالة . 


وا" 


۴ 
.1ھ ٤ e ١‏ 5 5 5 55 
شا 57 17 ا توشيم لرسومات متحتبات ثلاث دوك ف كل دنه مترايدة على العسارة 
مت الا ری أب نمط الملحنى تا من واحشذ پل آخریں ٩‏ 


سے ره هه 
)۲( 


ال 


شكل (٥۔۱۲)‏ 


تدریب (9-۵) اہ 


اسم : نپ شع اسف صل ر 1 ۳ ہیں عليه عدا ا الیاسیات عا باعل ی۔ 


کو ۱۳ 
تك د فابف لاتتاق عل الف إڈء سا حول ال د مقغرة لشھل على (1: ب) إذا كانت د 


سترایكدة على اش میرب اع یا مقحرة انل 1 ا د ج محتائصة علعچا۔ 
بتطيق اننظربة (۵ . )١‏ عل الدالة د حصل عل النظم به لشالست وهي سبيلنا الاسامی 


تدراسة تٹحر الدوال ۔ 


نطریة (۷-۰) 
لیکن د قايلة للاشتفاق رن عل الغ [ + سا 


93 إذاكانت 2 (س) > الصفر تکل عن د لزاع بإ فان د شر لأمل على ڑا 
(؟!إذا کت ؤس )2 شصقر لکل سر 5 اس فإن + مقع لأسفل 


عق "مب 


مہ ان 
اقرمی أن ج نقطة ذ. قال الذالة د, ادا کان جاتر سب <+ 


ای ثقعر شعن يسان ىا جيف ته عن يسيتها فإنا نمسي التفطۂ 


اج و داح )؛ عل منستی د نشطة انمطاف (القلاي) 


ملحوظات ( ه-5) 
ا 0-1.2 0 ۳ ج4 ری کا : ا ثت] | اسنا تہ تا کا اس د ولع نوی يع 
اپ اسات عل الشارہ (1: سا هذه حقبئة یمکن وھا بی ٹر تأمسا الشکل اع ٤٤٦۔‏ 


اا تتطم قله ص ا لل و د مم تا ۷ 
ب كك روت ۳۳ - مه 


مادا تستطيع قولة خن الہٹس سني د عد فة انقلاب؟ 


وا ثانت [ح ۲+ (ح)] بقطلة الغلاب ثدالۂ قابلة للا شتقاي مرت فان اشا م ایا عن بين 
7 سا الل الل ۹ E a Leg aI‏ 
e‏ لب چ عن پسبا:ها) !قاسم بات ہے لد یہہ اط و ٠‏ كد © قل لد ززم الس شالت 


لفن ا ص قم 1١1‏ ) سی الا 9۸ ۵ . 


ادرس اضر أله کےا بی وبین تقاط ألا ماد ۱ 
3 
IF mF 0 TS)‏ 


1 اس .= ۱ 
۷)٦)‏ و وس وو ,میتی ۰2۰ ساس س 0 ۲۰ حُ 


(۷) دڑس) لد 


كرس > + سن" ۹ سن - ۳ س (س ۶ 7] 
دڑس) 0 3 ۳۳ س ده ۱ ۳ 5 = ٢‏ 


و حطس مت تمجه تدراسة إلا اثقدار من الدرجة للتنية : ویڈسٹعاڈ. خط الأعداد رصل إل الكل : 


ہت حا کت ہفحت 


Tm my. 


. ۳ 2 کڈ الغ بر : ام ل : 1 78 
جن ریغ إشابات 2 رس ] عل قط اداد د ارك أن د ماع ولعي عل كل اص یڈ 


( : 5) وشكرة لأسقل عل [- ۲ ۶ ۱۰. 


با آن النتقمر بتغثر اتجاهه عند كل من سس * صقرا س * ۲۳ وکلا النفطتين في مجال د نا 
د 80 و(- ۶ د(- ؟)4نقطنا انمطاف أي أن (۰ : ۲ء (- ۲ -۲) تقطت إتعطاف . 


r 58 ۳9 -‏ 5 0 1 
)۲ ۾ سى 2 ۲ ساس ت 1۳ 2 1 0 جاس 
ان جا وت 1 ۳ جح 5 وا ما 6 00 ہیں 
ل اس < 4 علي .0.2 0ھ وجا سر کے رن 200007 بل اسار 
E‏ 42 ا عل عط اداه با ت 
تن : : عیفر 7 
اشاة اسم د + 
: + 
آذن ۵ خقعرۂ ال عل 1 ۲ وس اس سس 0 : طاے هتيج 3 ات على سا ہو 1 
ازع ۰ 5 0 +" لد کے 
كذلك کے : بش + ۱ 3 0 2 - ا خط تعاب 


ا د هناد قاط ا عطافی 


۱ ۰۰ 
i 


گی تي 


: ۲ 7 
رين من ۱۱ ی (۸): 


3 
کے 
ليذ 


نی 


لادب 


٤‏ دان 0 س وڳ گی 

E‏ 2 سس ۱ ا سے ۔ 1 تو0 

۶ص بب ری e‏ 

E 

1 ۳ 2 جتان ٦‏ سي ؟۔ / i+‏ 

د لس! - ظاس : س 33[ 0 

Or 

ڑ۸) وجا ي !تة بيجت عق 
روط العالیة . 


تايا للستي باس 
دا ہپ 
جا لسر تي 


ل ۲ 1 1 ییا HE‏ ۳ سنا نت 


زد 0 دح ۸ بابونیه ' 


عاف . 


يد 


اننم , با ۳ لشطة ۱۱ > ۱۳ 


-" تصنيف النقاط الحرجة 


نسو الأن ٹلسوال شفي طرحضاد ق الند (2 ب ۲): متي تسطی لنش آخرجه هة على 
علیة وعتي نعطي مه کر یه 

لییی. 2 مه و لله د واف كن د مسا 

لکن ح شه یرجه نلذدائہ د وافرغی کل ج مخت اء جا 

r 2. 2 1 ۳‏ ۰ 5 5 ہ۔ وم 2 : که 5 

إذاشانت د (س) ماه عي سار وعرسية صن يمينها فإف السات می مار جو میں 
د تكو زوآیا متضرجة مم اجام حور کہ لوج ببپا نوت اساسا عن يمبتها زوایا حادة کہا لي 


رسج زا من 3 3 5 أت 5 117 . ہیں اراح 7 ت [< ! ییښ ۳ لے 1 أل سمح 55 سے 


ا شب ارس 7 2 بک ین : 
چات الشعل ہو هر ما جت ادا کاس ی (س) 07 حامر خن مار اواج اس و جب یں 
r 7‏ 


سب 


د (ج) 


۳ 
اہ ا ج م مارج ہے سو تید 
3 اس 4 یر نو میا 3 بق 1 اس ۲ سكن 7 “س1 + صقر 
1 


انپا 


شکل ۵۔٦٢۲‏ 
الٹکا (ھ ے ۱۷) ہن ماذا يدث إذا کانت پإلسارة ذ (س) عن یمین ع لا تلف عنها عن 


ات 


سارھا, ألا تري أن لیس للدالة قيمة قصوی عند ح؟ 


() سح (0) سس 
5 (س) > صفر یمین ويسار مهد 5(س) < صفر یمین ويسار مد 
شکل (٥۔-۱۷)‏ 
نقدّم النظرية التالية : 
نظریة (ه -۸) اختبای المشتكة الاو 
لتخي ع نقهة حرجه لذ اة 2 واقرضی إن د هقی له صلل سر 
1{ اد! وحدنا بن للع ا 


بعينها فان د (<) قیمة صغری عملية , 


پمیتها نان د(ھ) قيمه عظمی لبة. 
(۲) إذا وجدنا بالضرب من ج أن إشارة د اس) لا تختلف عن پمن ج وع یساره 


إن د(ح) ليست فة فصو لد 


البرهان : 
اڈ 


5 r e جج‎ 58 ۳ 00 


ٹر جد قئ معصوسة هن دا کی م بعبك أكون 3 بسا الصفر عل وه : )و د لس] > 
لصف عل اس بل سے النظریة ع 45 الدائية د متباتيسية عل إك : ع | وعليه فان : 
دإ ند اي )لکل می 3 [ات دحا 
رمن النظرية نفسها د مترابدة عل اد لد يعلد فا د (ح) د ]لخر سی 3 اج هن 
من هذا تنح أل : دا تدای لكل سپ ال لا 


: ے. 1 یھ جار ادك‎ ٦ 
خی نذا ۳ + ! اة ګر کے وله‎ 0 


أوجد القیم القصرى اأحلة اة د فيا بلی : 


۱ تن 3 3 
د اسا 7 و تكس ١‏ ٤ى‏ 
۱ نت سر 
: یہ بت س ( ۱ 
1 


58 


۵ ولا نوج الشاعط اجه فھی وسدت هأ آآئی يمان أن عقي 8 با کے شعایے 


۶ سس ۲ ی ٠٣ ٩‏ مه 


ات 
د 
ہی ام ۴ 


إذن ۱ » ؟ تنعت حرجا ولتصقیب! سرس إسارات ۱5 ستعیتین نه اداد 


انش فا من معلرماننا عنل دراسة اشارة تلائی الجدوع من ثد رجا لاه 


ب اس 0 E:‏ 
س سے ل و6 ست ے وس و وے سے و ےہ 
5 9 8# + 
اة د 


وستتتم أن د )١[‏ ۰ قيمة عظمى لیه ون د 251 - ا میم عفري عة . 
بعس بج ۱ 


IT?‏ طس “f‏ کے کر ھت ردم 


3 


E سس - أ‎ + E 


|ذب- مغر + ١‏ نقطتان حرجتات ونين قل خط الأعداه إشارات 3 : 


ر ا ہار | شتقة الیل د e -٠‏ كيمة سکوی ختلية + بس القفة خرجة صف 


تیر لی 


ا ت سس" + tk‏ 6 ۱ 
قرو سس ھا ھن نے 3 1 ٣‏ .يد ٦‏ 
ارج ےر رد ہے تد سی ۲ 


ا 


ا د غير معرقة عند العقر وله الصف نقطة حر جة . كذلك  -‏ تمه حرعة لان 


4۱-5 مغر درس إشارات 3 عل عط الأمباي : 


رظ معيو أن د7٠‏ )لست فيمه فصوي لد وان 5 2-۶ ۲۰ فیمة صغري علیۂ ۔ 
0 سط 


النظر يذ العائيةء والتی نبردها دون عات ترودنا بیع ٹر جرٹی لتصتيف اللقطة الخرحة کل 
حاثة وجود المشعفة الثانة عبد ج . 
نظربة (ھ -۹) اختبار المشلقة الماسة 


لتکن ع تلط حرجه للقالة د 


زا كانت (ھ) > مر فان د ڑھ) قيمة صفری تبثیة , 


( 14۳ا کات 2 [ جا مف ند( ) قيمة عظمي عليه . 


ملحوظات (٥۔۷)‏ 
41 اذاكانت و (ح ات مغج فان هید الاعمار لا دنا سپ إذ إل جيم الاحمالانك وارد : 
تك لوي د جر کیجیه سي نید ار ليبة صسضریں له و ۷ ۱.۵ ولا تال قبا بل نعل 


قلت e‏ سإ = سں م م ا ب ۰٠‏ کت صا جات جي 


2 (س) 2 س" 


)١18-5( شکل‎ 
EE 


مرن .لو ضيبم 51 آلست 5 سے سے 3 ابو اسن طل؛ الراك 3 و 0 1 ر 
هی اکل زه ۸ا اچد أن د اا رس كمه تسر 


1 
هذ 


OE‏ 2 آلشغر 1 و من الم نيع الا 
علیة لثدالة د وأنه,[ )١‏ قيدة صغري علیة نلداله ن بینا عر( ٠‏ ) قيمة سضمی علية لثدالة دي 


(۷)[ڈا كانت ج فة حےچھ لندالة د بسب عدم رجسود الشتفه د إح) ملا يمكن بانطبع 
استمخظام السار اة الثاليفا فعندتك د (حد ) ليست موجودة كذلك ۔ 


أوجد القيم الفصوى المحلية للدالتين الأتيدين ؛ 


تید عتی ها کان الامر متبسیا. 


۳۹ 


قاط ان دم سے بي :صم 5 1-۰ . 
ابراه ودر 
رز سب تہ هقی ات د[ ]> ۱۷ عة صغري له 


5 (وہے وج عقر اذل 5 )١[‏ ۳۶ ۲۲ كيمة عظمي نهذية 


7 39 = س عيش لیب ل -؟ | : ۱۲ قرم غقامي شن 
۵ ی ۳ 
۲1 سى ۶ اراح حبر 
7 اس ا عو سی کے وی ا سی اکس 2 ۲ 
ج ټس لسم = IN‏ 1[ 
مل اخرحذ هي صقر ؛ ے با 
5ه 1 س ' من 


۰ بت کی و ۳ - 1 ہے سب 
۳۹ نت ت ای اذل دا 30 1 یمه ی هه 


۱ 1 : 0 
د ۰ >٦‏ عه ذنٹد[٦]-‏ م تعقةصقری علۃ۔ 


.دن لسار الشجقة التأيذ غير بل ٠‏ لقص م احنیزر ا ول 


کو 
فا ل نير إشارات ذ على عط الأقداد, 


ما أن إقاية د و تقر عند الصفم فان د (۰) لست قیمة تسر جملة. لالحا ي ابر 


نات الأول بزقد ما حصنا عليه سابقا من أن 4102 یمد صغری عة 3 1712 أبمة 


)٦ - تمارين(ه‎ 


يلد عراضم القہم العظمی بالصغري المحلية للدم إلى العامة : 
1 00 سي كارن کت 6 ٣‏ 


(۷)د (س) دس اه 


(۳) ھ (سى) ے ١ TT‏ 
(4)د(س) = وت 
كاد (س) ۳0 3 5 اس ا 
اد (س) = وت 
(۷)د(س) = 2 دس + ١‏ 
(۸)ھ (س) = سج اس ٭ ۲ 


[ 2ا تعس" اس سه 
([١١)2ھ(ی)‏ > جامس + سياس دم 5432 4] 


(83 درس < چ جاس + نا امین عى‎ )۱١( 


r 


۷-۵ رسم اللحنیات (حالة كثيرات الحدود) 

لتذكر آن لکل دالة د معرفة على جال ف يان يتكوّن من التقاط في المسصوي التي نشکا 
ای تة اس اجس 21 سس 73 ف + ص د (س)] ولا کات الات صوية مرئة فانه بهل رگا 
ان تلط مته سا نود عن موك الق اة وان نکر هذا اتر , ولعل الطاب الغطن قد FE‏ 
یف استفدنا من فكرة البيان قی تركيز وإبضاح اشاھیم التي وردت في البتود الابقا 

في شلا الك تسم کب ٹڑیجاٹ لر یقة تعينا علي رسم بیاات الیو ای ومن اة کد أن 
الطالب قد قام برسم بيأنات يعض الت لدوال في سايق شراسعته پاستمقسدام عقر يمه تاد بن من 
الازواج (س ند میا ومسل » الفراغ تھا بمنحنيات منباسبة . إن أقل ما نوصف به هذه 
الطريقة أنبآ تفتقر إلى الد قة كيين نقطتين ف الستری يمكن رسم عدد شم عنته من التحنیات قل 
منها له نمطه لمختلف من حيت مغلا الأطرام والاقعر۔ إن الطريقة التي ستصفها فا یی تہدف 
اي استیخلاصس متحتي الدالة مع تیاب نمطسه ونمطننا تند على استاط آقصی ما تستطيع عن 
لوك الدالة د بتأمق + نها وٹ ھا الأول والثاتية . 

في هذا الدرس ٹر کز جهدنا على الدوال کثیرات ا حدود, 

أولاً : معلومات یمکن استقاؤها من الدالة 

1 ) تعين قال الدالة 

7) تقرير ال تناظی۔ فلو كانت د زوجية؛ أي تحقق <(س) ^ در( س) فإ اا متاظر 
حول مور عبد ويخفي رسد عل س کے الصة ثم یکمل بالتناظر . آما اذ! کات د قرديف ای 
دز س ««د(سی) فإن بیا ہا متناظر حول تقعثة الأصل ویکغي رسمه عش سس کے الصفر ثم یکملی 
باحراء نصف دورة حول لقطة الال (آو بتناظر حول ور مد مصحوب بنناظر حول حور ما 
ف اش ذه ۱14 قل بیان د , (س) < جتاس وهبي زوجية و د ١(س]‏ > سی دوهي فردية - 


شکل (۱۹-۰) 


د, (س) = س" 


دق ویر سی اس کرت بد ہس تد 
أن نشير إلى أنه قد يكين می العسیر أسيانا اباد هذه النقاط . 


۶ لماعل اْتفاعلم مي اسر ین , وضع سس > سسفرا ك اطعا ند سر رس ]| نحصسل عل 
تقاط التقاطع مع شور د و بوص 
ثانياً : معلومات مستقاة من المشتقة الأول : 


۔ ووت 


ا 


() قترعت التزايد وشات ا 


() التفاط الحرجة وتصیمھا۔ 
ثالثاً : معلومات تستقى من المشتقة الثانية : 


() قرات التقعر تاغل وفترات التقعر لاسفل . 
( ۲ 4 تقاط الا قلاب . 


بعل اأستشراجنا فده اتعلومات تشون في وضع تستطيع فيه تحدید شكل الانحنی وباستخدام 
مشر !! ط اس + د (س)) نتمكن عي تعیینه في المسكري 


3 
2 


ارسم بياب ان درم 5 7 - اس ٣٢۴‏ 
الخطوة الأول : آستخراح معلومات من د 
۶ الدكلة خٹرۃ حدود وعاها ج . 


. لا پوجد ناڈ حرل عد ولا حول, نقطة الأصل‎ )٦( 


(۳) بل * ] = كن وليه السات بطم عور عد عير یس 2 ٢‏ لیس من الھل ساب اقاط 


ہو تو 
الخطوة الثانية : اشاح معلومات من د 
1 زس و سے وت رس ١‏ 3 2 سی - ٦‏ س + 3 


إذن ١ء ١‏ فان سر جیا ترسم [شارات د عل شط الأعداد : 


سے 07 


4 فا 0 ¬ تفت 
د--سسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسسس ‏ 5 س۶ 5ئ 
ل ل 
2 + 
كه ل 1 
لزید 7 ١‏ 7 
آر نی 


سن الحدول : د متزايدة عل (- همع - ۱ و ڑا )و د متداقصے على ۱-1 :۱] 
تلاك د (- 4۱ نة عظمی لے و د ١‏ ) ية صغرى ية . 


ا خطوۃ الثالثة : اسٹشخرآج بعلومات من 7 


د(س) >۹ س ۔ اٹرسم اناه بين إشارات د 


التتعی* 


الدالة مشعرة لأغل على ۰ + 55) ولأسقل على (- ددغ )٠‏ ذلك ۰٠‏ ۰ ۲) نقطة اقلاب۔ 
الخطوة الرابعة : ديد بعض التقاط المهمةٌ والماعدة على رسم المتحنى بوإسطة د 


اللشاط. ڈو 4 ھی نف عا © - ٩‏ سر 5 ٦‏ سی E‏ صغہا( اذا؟] 


بان د صل 1[ ٹ٤‏ - ل 


اید 


عل (- هت - ۲۱ الستالة متؤايدة 
ویتقعر لأمقل وعلی يكون بیاتا کیا في 
شکل (ڑہ ۔ 5ل 


وع ۱ + ٠‏ إ الال متدرا قصة وتشحرة 
لسغل فيكون ہیلہا عل هذه الف کیا 
في شا ۱۲۹٣-۵‏ 


شكل (۲۱-۰) 
غل انفده إ۰ ۶ ١إ‏ السدالة لا زائت 
منناقصة ولكنها مقسرة لأعلى فیکون بیثنب! على 


+۶۹" ھ+24) "۶ 


ابا عل الف إ١‏ ذمت] هالدالة متزاين: 2 

2 0 له )11م ے۔ ] 7 چم 
وبتقعر لل الأمر اللي يعتى أب بی ٹا على نے 

20 0 ا 
هذه الغترة هر کیاتی الشكل ف ۲۳ ۹ م 


شكل (۲۳-۵) 


وڈ توت الصورة امه سات د على نمالا عی : 


شکل (۲-۰) ِء" 


اب البح ےی د 
الخطوة الأولى 2 ٣کرس 5٦‏ ا ام 1 20-5 کے ور ہج | للا 


و 1 اوا اہ عي 
اع 
۶ الد رجا ولذابياعا بتار حول حور ص 
١ * aba ۵‏ رلذا فان كلبيات بطم حور عند یں - ١‏ ۔ 


كذلكت داس < یرادا كانت سی - :48 “+ ولا يعطم السات رز صلل سے ا ااي ت با 
الخطوة الثانية : برس ج 


۳ =7 8# هط E a‏ 
2 با یا 


دید ر الجا تھے - بي ۳ ا 


لالحظ أن د( 4١‏ + د (۱) قيم مشرى فة ب دا )٠‏ ئيسة عظمی جملية . 
الخطوة الثالثة : ندرمر. د 


کے کت ی ان E:‏ 3 
داعا کے وٹ 2 ا ل وٹ زس 5 1 
۰ لس کےا (س چ ) 

0 SIs ۳ 


2 ۳۲ 
پر ا انا ات د و تشه غا حط اداد : 
سے تو کے اہ میں !اس کر ازا سی ۵ 


> اند 
پ1 
َ‫ 


ur ar r دو‎ 


ا 
r‏ .۳ اس ان 


رتاشبظ ان | دز از دز ')إنتطتااتعلاتب 


الخطوة الرابعة : تحدّد بعض النقاط على التحتي ويكفي أن ٹرکز عل الثيرة 1- : هد] سبي 


سای 


الشاط انرب ونقاط الانفلاس تشم [ ۰ ٠‏ عع إل لللاثة أجزاء بكرن سلوك د فيه نیا عو 
رضح على خط الاعداد کہا باي : 


+ سه 1 وید عار 


د منزإينة د اة 
د مقر لال د منعرۂ لاف 


من هنا نري أن بیان د کیا في لشکل 


لھ > 8 1) #حیسث التقاط ترز ااا له 


(V - تمارين(ه‎ 


ارسم منبحتی الد وال العالية مع توح خطراب ال ۰ 


]5 (یی) « ل س ٢‏ س'+۳ س +۱ 


ود (س٭ سا سید ه 


ار 


81 سا « سح 
۸-۵ مسائل القیم القصوی التطبيقية : 


۴ شیف الیل قشع PE E‏ ا تعغلمتاء ل .+ اجدد ارم لے وی علق يسفن ۱۱ ال 
3 5 5 3 ۰ 5 5 ين ا 7 3 5 3 5 
الصبنية. تسس عل السا با ہا نسہاغع بد لیا وب التي سرد کی ولد لاد حل المواحدة 
1= ا ' م ناي / ٦ ۱۶۰۱] ° ۹ ۳ ٦‏ . - و | +i‏ 
اھ 3 جلف شب یی الدع خی نما مو ر م بواسبجت» ويل التشاء بسر الواردة گی سائل و 
لغه ار یاضیاث الرهز یف فقوم بإدخال متغیراث وقوانین ودوٹل ۔ 
رما ان غالات هذه السائل كثرة باه فد اوحدء فليس نميه امل ف اناد راید دائمة شم 


بے 2 فی 


لاط الول + فلا !سب سنگتنی بابراز عدد می الامیلة . 


03 


8 0 5 3 ۱ ۱ 11 55 ا نہ كك ۳ 2 = ها 
نود ان تصنع مستدوقا مستطیں القاعدة من قطعه وری دنوی اع ادا ۶ سمہ !٦‏ سم ولاك 


ڈ کا ار ھت او رم و و كن با لا ال ٢‏ 1 و a‏ | وت وہ 5 
اهر کے پت اس3 یہ 3ے گل رشن ٹم نی ! ضراف+غعا شو طول فكع لكريم المقضوع حتی 


3 ۲ bu: 


ال 
الكل 6۱ 4۲۱۰ يحوي معلوەاتنا عن المسألة حیث غرفنا أن طيل تلع المريع لتقطوع غو سی 
عم من الشكل أن أبماد اتصتدوق الشائج هي س ٭ ۲-۳۰ س۰٦٦۱‏ - ۲ سء فا کان 
احهم قن قرا من مر ٢٢ ۳٣‏ سا٦‏ ۲سا 
لکی بکون لدیتا صندوق یب أن یکون اراشاعہ غير سالب أي سس © الصفرء بأن یکین 
العرفى كذتك غير سالب ای 7-11 سي © الصفی وللاعظ آنه قي هذه آخاسه يصمح الطون. 
ذلك غم سالب . من هنا نر أت د کے س کے . 
ويثغة الرباضيات بصيح الطلوب متا هم إخياد أين تحقی الدالة 
E‏ بب رو نا ی 
ٹہمٹھا العشدى عل ان 2 - + ] 
ایم انطمو به حفن عبد المع أء ک۸ او نقطة حرجة نلداله د ي1* علق 
با أن د كفن حدود نالي تلرجة هي التي تدم عندھڈ لتقف 
77 . >> نو ود ۱۱2۶ هد 
دن د لاإ د الس" 17 س ۱۱۲۲ 
ا یں 000 او 100 
وعلی هذا فاتقاط الحرجة ھی 5 و 1۴ے تعد 1٣‏ لا شاج  ۰(‏ ۸] وشت 7 
الغيمة العمی تتصام بة نتصئق عند الصفر أو ۸ او , 
الک ۰ ۰ (۰)< الصفر : د4 الصف ز دلب )> الصفر وعلے لتحصول عل أكير 
صندوق ناخد طول اضلع انقطوع لیکن اسل سم 


أوجد بص فطر الشاغد: الارتفاع لاد سطوانسة الداتربة إثفائعة ذایت اخجم الا شير واي 
بعكم حنم ها داخ م وط تایه ۱١‏ سم ونصف ار ماده ! سم بحیث يعلي شور 


سوه عل ور الخروش. ۱ 
٢۲-ص‏ 


شکل (۰ - ۲۷) 
لیکن س نصف قطر قاعدة الاأسطراة و من ارتقاشها. 
المكل ذه ۷۷) ر اممليعات المتولة لديا . 

إذا وض أن هو حجم الاسطوانة فزن : 


جا ط سی“ کے 
وااطلوب صاب اکس مق نا لتق ٤‏ تلاح اعنہاد < غلى متغیر بن فنقوم بالتعبير عن 


اح کا بدلالة الگ پاستخدام تناه اكات من الشكل الاہمر اعات بری أن : 


على عدا بكر : 

25 ل (؟1 ی | 

عتى تون لدینا اسطوالة لا بد أت وب سس > الصفر» رحس تعر الأسطراتة محشویۃ داخل 
مخروط قلا متاص من أن برس 2 ٤‏ على هذا بحي السؤال اتطررس علينا مو : 

أين تميق الدانة : 

دلس) > طابر" (15 - كس 

تمتها المطسى على [۰ ۰ ٩‏ 

القيمة العظس تلق علب الصفی؛ ڈو 7 و نقطة حرجة للدالة بي ۰۸ ۰ )٤‏ 

دژیر) ۲ له سن - س" 

لیا ۴ل )ڑ۸ می - ۳ س') = ۲ غ س (ھ- ۲سا 

التقاط ارچ عي الصٹر ایب ٠‏ ہڈا تعحقش النيسة المظدى عند اعد آو 4 أو 2 . 

د (*) ج 8(۵ )صا ینا ۸ 4 > صر عل هذا للحصون عل اکر طوانة تاع 
تصش النطر من لیکون ٢‏ میم عند يكون الأرتفاع عي = اسر 
مثال (۱۲-۵) 

بقع حقل رول في الیسے عند النقطة ‏ الي تيعد 1 کیلونتاغن کب هس عل 
انساحل۔ نود أن نیع اابترول من | إل تاد لني تفع عند اللقطة د على الساحل و تيعد 1 
یلبم ات مس ب وذلك بواسطة اتيب في البح عن حط ستقيم حتی لنطة لك على الساحل 
لم انیب عن اليايسة على خط .ونيم عن ك إل حا إذا كانت تکل الأناييب تحت سطح 
الببحر هي ۵۰۰۰۰۶ ریا لکل كينومتر وعلى اليمايسة ۳۰۰,۰۰۰ ربال ككل کپلومتره نایز 


مك 


مم ما کی ل ا مر ل ا — سے 


ارسي 2 س هو بعتب لم عي ب 3 س عي تكتلفة انايب 
طون الأثايب تحت سطح ایر - اغ ۲ مل" 


حتف آنای حر گل اس ری سے N‏ 


طون ااا على اارارسة 5 سی 


نت 
كرد 1 ا / کے وت سد 5 
عون را بح أن 1 کا س 5 ام شید يحول ایوس چو اتاد 2 بت ابو ا بك الصعری 
١ 5 ۱‏ 5 5880| 
شدالة۔ داص اع رید ھی سے 52-5 س 
اک و رر ۱۰ 
تہرہ 3 
ال اليه خد الصفم أ ٦‏ ڈو عند نقطة موه مب 
۳ اسب ۹ ا لكاب لبر 5 يا 
۳ ۰ سس عم 
: تور 2 م ۹ 
55 ہا و س 5 ۳ 
قيال اموجه لسم ۳ ا ع ما 
= 
: 0 
شلد اء gary‏ چس 
اب ا 
۲ 
کے دسجي رک جو "4 سس + ع ی 15 2۳ ۸ ۲ عم جح سب 
اس و یں ل سو یڈ ۱ با کي کپ ' 


فك القيمة الصخری تحقق عد الصفر أو و س 
1ج ita‏ ےر 


r 


ترشفنا الامعلة السابقة لاذ اخطرات تلتالية خل عسائل قم القصوی الع ني : 


ات 1 ۳ و فا کے ۰ 0 
ادن اضفر ما تحتق عر 2 یعاخن له عل بعد ج ١‏ لیومت من نا 


)١(‏ عه امات ذات الملكقة باتو ويا سا على ٹسم, 

(؟) آمجد تانویا للم الطلوت جسنها أكى آو آصفر ا يكن . 

۳ بے تلخدام ال روط 1 واردڈ في المسألة غلص من النغیرات الزائدة وضع الكمية المملشرب 
جعلها أقصى ما يمك بدلانڈ محر وا حد . 

( 42 حذہ الفدة التي نتمي فا هذا لشم من واقع ؟نسألة . 

و ۵ب ابيع بمتمته گی اليند [5 ب از الث کا ا في المخطوة ۲ 4 دود CEYE‏ 
مثال (۱۳-۵) 

اوجا۔ أبعاد اف اللاي شوه من آعق ذات اليب ؟ قدمٴ والتي تستخدم أقل کے 
مین تلف یٹ البمك , 
لحل سم 


افرضى أن ت تر القاعدۃ هیر س وآ ؛لارلقاغ فر مي 


رمن إن شکل (٥۔۲۹)‏ 


وهکذا أصبحت ع !لان ببدلالة متغیر واد هو سء ومن الواضيع أن س 3 (۰۰س) 
يخرن المطلوب هو إعباد قبمة س في 1+ ۰ اللي تجعل ع أصغر ما ہمکن, 

مہہ الرة لا ستطبع استخدام ضریقه البتد (۵ ل ۲۱ فالفترة غير حدودة وغیر مغلشة. لحي 
نخرج من هذا الأزق ستغل الملحصوظة (4۔ 4) التي توکد أن القبمة القصسری المحلة تکون قیمڈ 
فصوي مطلفة ادا کان اله بقل حرحۃ و سیخ ف الم 


۲ 
در(س1” عن ١‏ س" 


+ إل س" ١‏ 
ادن 2 55 ۳ ا 
۱ 7 
قتكون جر هی النقطة اخرجة الوحيذة للدالة ف ڑےے س) 
۱ 
وليه فان 
٦ ۲‏ ۱ 
2 سرت ]> الصفر 
ا الك 8 1 0 ۲ے ۳ 8 ۷ چ 1 
تب ا 3 يعي اند[ 7د 1 فجۃ بغر لد ۔ ولا كانت لا توعد بشولة سس دة اسو ی 
0927 يا =1" 1 0 
( یت ]يماس کہ سے اسر وا ات وت 


غارین رہ ج3 ۸( 
(1) أوحد بعلي المستطيل ذى الط م سم وصاحب اکر مبباحة . 
؟) أوجد عددين غير سالیین مجموعھم ٠٤‏ بسب يكون حاصل ضرع اقبر ما يمكن . 
[2 اود أطوال أقسلاع مثلث قائم الزاوية طول وترہ ۲۰ سم بحیث تكون مساحته آکر ما 
پمکن . 
7( الشكل ڑ2 ١‏ 5 )اس هس مثلث قائم !لو یة 
اعدم فى 5 یت ۲ لعلو ۱٩‏ ۱ سم هأ شما بعذا | لطا 


(ھ) لاي قم سي على القثرة [۰ ۰ ایکون لااو اق اس د وک 
مي ۳ حاس ایر مایمکن؟ 

() أوجد يعدي المستطيل صاحب اتر ساحة 
دالذي يمشن وهه في تصش دائرة تسف 


لرا کیا في الشکل اه ۳۱ 


(۷) نرید أن ٹوسم مستطيلا بحبث بقع رأسان منه شكل (۳۱-۰) 


على حور سہ والرأسان الأغران قوق عور عند على انی ص = 1 - س'۔ كيف 
شار يعنيه لتكون ماسته أكبر عا ییک ؟ 


(۸) انش مستلیباً يمر بالنقطۃ (۰۳ ۲) ویصنم مم الصورین اض مثلنا في السريع بل 
یا رنه سضر ما بمكن ‏ 

(۹) على أني تقطة في النحی ص = سس یکون بل یاس اکر مایمکن؟ 

(۱۰) اوجد تصش قطر الأسطواءة ذات أكى حجم والنی يمكن حشہھا في کے نصف فطرها ٠‏ 

53 أردت أن نصتم کوشا من الؤجام على هيئة فروط داثري قائم مه ٣ط‏ سم" . كيقب 
تتتار ارتضاسیه سی تستخدم اف قدر من الزجاج ۔ 

() أوجد آقرب نقطة على المنحني میں < سي؟ + ١‏ من النقطة ۰۳۱ ۱). 

(۱۳) الشكل ‏ سب ؟#الشبساك جي الأسفل 
مستطبل رالأعلى نصب داثرة . بذا كان حیط 
اشا ٤‏ ط من تکف تقار نصف قطسم 
السدائرة لہسمح امه لول آکس قدر من 
إا رف 


بقسك۳, 


3 


شكل (۳۲-۵) 


غارین عامة 
فى التسرينين (1٦]ء:‏ (۲) اجب عن لاف ااتانیه : 
(1) أب جد میات ترايت الال د۔ 
تیب وس مقاط أل تناس . 
(د) أوجد ہہ د اقصوی على اق ف المعطاة . 
دایز سی لوس دف [۱ ۲۳۰ 
1 د !س س 18 س ا اک زدة [r‏ 
[ ۳ اجب اليم ااقصري تاه دزی ٦‏ ر - ۴ میت شلی العترة1- 5 ١‏ ٦1۔‏ 
کا قزر نیا بی اب کات الدالة + (س) د اس < ؟) ی ١‏ محقل شرطي نظریۂ اله 
انتوسطه عل شب واحییس ع یکی زان دا 
(ب) ن ٭ )۲۰٠[‏ 
3 ارجا لقم الذي ري ستيه لاف 
دڑنی] - ٣‏ جاس + تا ۲ مسا س ۹17 ےا ھا 
0 علساسھ سل وله ڑا + ۲ عل سم إل طحن وت دن الام دة ومن الناية عريعا 
١ 0 1 0‏ سام ۱ 1 1 2 1 
اب" اک ما يساقن؟ 
(ك۷) أوسد آقرب تفطة عل لمي ص× عي" من الاقطة(۱۸ء ؟1, 
0 5 - 5 ۱1 - ۳ ع و سے 5 5 اك 1 ۱ 5 
( ےا بدا كاليت د متصسلة ع 3 ب] وقاباے لاتاق عل ۱۱+ سا بحیٹ کن لکل 
س ٭ i et}‏ 1 سإ 5 انهشیيم : قات ان .اه عل ۱ | غاب ة. 
شاد : اسحخدع تنظ به یج و ا 


حساب التكامل 


١ - 5‏ نبذة تارحية. 

5 - ۲ الدوال الأصلية. 

7 - ۳ التکامل بالتعويض. 

٦‏ تطبیقات عل التکامل غبر الحدد. 
1 - ۵ التکامل الحدد. 

٦-٦‏ بعض خواص التکامل الحدد. 

7 - ۷ النظرية الاساسية لحساب التکامل. 


- "۵ - 


٣۳٣ککہۃع-کٌبئبلئاا ‏ ل ا ممم 07وج اا 
١-5‏ نبذةتاريخية 
من انذین ساشموا في التعهيد ساب التکائل العام لسلم المتهور لالس بن اظیٹم ۔ 
ت۰٤١ھ‏ وشد بت كل من ڈیوسکفیٹئی! و #روتفسد؟ أن این ايشم هو اللي اوجد مخصوع 
ساسٹتی کال والاس البح للأعدا: الطبعيية» عندما أن يقرم بحساب ححم ائجتے 
الدوراني الناتج من دوراي تلمة فائعة من قظام ما سول شور عمودی على خور ناثلها؛ 
رات عنء الخال ناد ساعدت على اککعاف ائضفاضصل رالاس . 


ولو استعملنا ترموز المعاصرة للعلافات التي آرجذها أبن اظیشم و 


کی 
Tg iT ۳ ۳‏ ¥ ۲ 0 دی 1 
پت پت 1 اين ۱ ۳ ۳ 2 00 = ۳ ۳۹ سح 
20 م 
7 ۳ 52 و ر ا 5 3 1 5 8 . 7 8 5 
دورد رر و رو رو زح الوا زر جل | دک و 


وهذا الجموع هو حل تقر يبي المتكامل :| من أ ا 
٦۔ ٢‏ الدوال الأصلية أو (التكامل غير المحدّد) 


3 ۶ تشد ب 4 ہج ۱۱ ۰ r‏ 55 5 تر في 
لد مك ا قي الاب الرايع مر هكد الکتاب ع حاب تشاب بقه ایاج ال شب 
: ۱ ہے عم إل عق ا و 
سا 


9 - رر 3 توا سه 3٭ا ۱ خ‎ 5 lls 
52 آر درس ا لا و شا ی سس دس اد و2 ۳ ! ر تعر سے ایس وڈ تاش‎ 


ایا الا اة ھا عرفت مشٹفٹھا: 


مللا لو فضا ۷ دس 5 سر أب : اع | = ا 


ا I‏ 0 و نے 5 
ج ٹیب PF‏ 1 کت 
دع 5 0012 8 
لعي کا انه ناعة عن العملية العكسسة ٹل تاه وال أصلية . فاا لانت لا تمق عل 
۸ ا نأك جح LM‏ باه ل 0 
زیت معطا ہا انایو شاد کی لحاس رط اسیا ٭ٹرس) 


بعر پش 3۱۱ 
لی د دانة معقه عل لو شرف عة جریة من ٣2‏ كل دانال ضقن اعد : 


کو یم & کے ۱ ہو 
دس 2 3ا لك ۱ 


© مه r E‏ 5 پیت ند ده 5 
ھی 10 :اة آي کو اة لژ لاله د عن 9 


0 -٦( ملحوظة‎ 


تس جر التي یت ار ۰ الا مون ماه رتا لك سای عا اف امعطاةف ‏ 
ت۳۳ 
أن سرب 7+ ند اہ نز لس ا کچ ٦‏ 5 2 


0 7 | و ٩ u‏ راد 1 5 رد r‏ 
تشم بعلت لا سے ایل تو تا ست ریہ اش کی داس ! ٭ اب SEET‏ ؟ ولد ف لعسلية 


58 جوب ےا . س ہہ 
ال مت ET‏ دل NEE‏ یی آ اس ام ہے سے ا 5ا رح ای مشت کےا 5 3 2" 


مثال (۲-۲) 
أوجد مه کل من الوا اللاثية : 
7 اس = ؟س. 
دمر م“ اس + ۲ , 
ووں۔و ارہ 
(٤[س)‏ = كس +ثٹ حیث ث عدد فقي ثنبت ۔ 


T= Tel AT .۳ ناس‎ YF rft? 
تشن عن الح ان جمیع الوا السابشة ما‎ 
تقد فسها على الرهم من أن مله درال مختلفة‎ 
ق دی سا انٹابتۂء فالنانه الال مشدارها الاس‎ 
صفیے واثدائ الثانية مقدايها الثابت ۳ + وهكذا.‎ 
وعلبه یمکتنا أن نسنتیج الإجابة عن السؤال السايق‎ 
بآن كل دالة على السمورة: لس‎ )١-۹[ فی العال‎ 
هي دالے‎ ١ اس + ث ہے ث قلت حقيتي‎ < 
ا ا‎ 
داس! - 9 وبالتالي ازس لا تمت عي عنحني‎ 
راحد غقط بل تعثر عن جسموعة كيرة من النحيات‎ 
)١-5(لكش‎ . التي ها الل اه رمتب على قمية الاب مث‎ 
11-31 اتھی الشظل‎ 


مثال (۳-۲) 

[ذا کانت د معرّقة کہا بلي : 

دزس) < دمن لکل س 53. فن تلا من الدوال: 

در(سی) س + لس من بغ دلب دس" ۳ 

تكون دالة أعملية مقايلة لنداله د عل فة صد هم) > ع رذلك لبان : 

7ج (می) - ل,(ص] ٭× سي( - واس ١‏ لکل اسن دج 

وق اخقیقد فان كن دالة معطاة پالصلاقةد|سی) « من" + ث حیث ش هدد حقيقي ثابت 
عي + أصلية للدالة د عل . 


نظریة :)]٤-٦(‏ 
اذا كانت الدالة 5(س) تساوی صفراً على الفح[ 1ء ب ] غإن د تکون قابتة في الفر [ اد سم 
نظرية (--؟) 


تک الدالة د معرفة عل الفٹ ف . دا کات لے ل دالتین أصليئين لندالة د على الغثرة بد 


انه یو جد دث 9 سیه : 


ف,(س) - لبس ٭ ث لکل س <افه. 


البرهسان: 
عد الدائة ل : ف سه ع المعرّفة کیا بلي : 


ني aes‏ 
حب لامي | = (س) ¬ زس 
= د(س) - دلس؟. 
ج لاس > مقرأ لكل من 2ف 
رمن النظریة ١-53‏ نسح آن الدالة که دالة ما في الفترة ف . أي أنه يرجد ث 2 5 يسيب 


يكون : 


نتیحة (5 - ۱) 


إذا كانت )دقع أصنرے اا +(س) فان ن(س) + تا هی كذلك دا أملية أرق 
للذائية دس اب لا مقدار تایب . 


)۲ - ٦( ملحوظة‎ 

2 يناع على النظرية 4۲-۹۰۸ إن كان لادا د حالة أصلية 3 على الف فت قاب پیج عده لا 
نباي من الاوال تلاصمنية تلداله د عل العترة ف ناف كل منها الصورة ن(س) + ث مسبت یب 
لانت اخنباری اعت 2 ) 
تسعی العبارة (س) + ث ااصورة العامة للدالة الأملية م(س) آو اعتعسارا الدوال الأسلية 
فة داس ۲ 


٦‏ ابن مي الشريري أل يكبن لكل دالة معطاة دة “صلية ۔ 


نمثلا ذالة : 
٦‏ ف عا 
ولس = رتا ”ي ۳ 
د جرال ما سو لا 


لا ييحن ال دال امل بمعتي أنه لا توجت دلة ک قاي للتشتقة عل ب بحیت يكو : 


کی كر اگل سس 3 7 


شکل (5-؟) 


لأثنا لو افا رجود مکل هذه آل8 فإنه : 
نیا من > جب آن پک ب دی = 1 r‏ اہی كس اش ىہ بک 2 ۴ 


رخبت وا عن ل دا شيب ال کون اس = | بي اس * سا سكا لس گت با 


و ری کے 
ہیں ” سيا با تا سے 


انظر الشکل ۱۱-۰۱3 وهذه الداله لا يمك أن تکری قابلة للاشتقيق عدا س = صو اميا 


کات قم سا الم انا 
التكامل غير الحدد 

سوف ی.۔ جو ارک کب خرل: الوم 8 كن ل به عل وا الا اھ د ی 
امه خادا کا اة ا د رة من سو سو می اة للا د عل و ميد اة 


الحتياريا فزن تيع تلنظریة 5 -؟4 يون : 


۳ ۳ ی 1 ! ای ...>> مم ۳ پور rm,‏ ی 
وتسم | درس 1 اس اشجچت الا سے او التکامٹی شم الس ۽ او سوس ابت ن تلباله 


داس ١‏ ور بهي اشاست الالماري تا لأست لاس : 1 یت گن نار سل ۳۹ 3 1 نل ٹر اه ل 
3 8 =| 7 1 کے 0 ےا 0 ا ا - 
اثباء استخدامتا لتعلاقة 1 'ش(س )ا د = کسی + ے٢‏ فی هثبا بعلي اک عاشي أن ل وال 
آلب تثدابة د عل أى فارز تین تاها معرقة بها 


۽ باستخداع الع بهي اس اس اسا مکی بسهراة رادت التظرية اكالی : 


)۳ -٦( نظرية‎ 

(1) ا كانت للد دة فة لااد د(می) فان : ۵ك(س] > دس 
۷) اقا ای د(سی)+ بت 

ای( س > ؟ | داس]دسی لکل !2 ۰۱۰ 


(3] آاد (سی) ± درامی)4 دص < حامر دس 5 ای (صس) دس 


ارجد الدوال الأسلية لناله: و( مدعي ا س23 ۔ 


ادرال الأسابة ل(س) ٭ ٣٣۳س‏ + مش 
ا دا عم صا دوعي ادن 


وبالعاٹی : ۳۷۳ عس * ۳٣۰‏ می اث 


3 : 8 0 ۳ ۷ ۳ ہتس ید 
اوجد في كل اسابل اندرال الأسلية للدائة تساه في الغارة امین : 
(آ) داسس) * ١‏ 4 ا اھ اك ه نید 5 


لج دای = س + اس جا 3 . هداس لاسن 4 اس 9ا ۔ 


()الدوال ایا اذ(س الس ای 2 لے اس امن ق 


(ب) الدوال الأصلية : 
اس ےم 7 اس س n‏ 0 ی د 7 تین 
(ج) الدوال الأصلية : 


د(س) دس = [#س' وس + | سس دس + مس 


زس مر i‏ اص ذس رت سس 


۳9۹ 1" 
ن ٣س‏ + لس ۲ نگ 


(د) الدوال الأصلية : 


0 


الس ) ۶س ٭ لاس س + ]لم یس 


ا اس وت 


۲ 


= عع" +یق , = لا ہیں 


2881 
نبحث عن دالة د(س) تحقق الشرط ذ(س) = جاس 


قيكوة اواب : د(س! = تاس 


اذن : انان دس وان اف 


نبحيث عن دالة تكون مشتقتها ق(س) * جتاس 


فیکون اواب |جتاس دمن " جاس + ث 


أوجد ]ناس ظاس دس 

ٹمحث عن دالة نكوي مشتقنها ہے = قاس ظاس . 

فن لوس دا = قاع . 

إذن د(س] = قاس ظاس وس = قسی + تك ند 

اوه | تاس تاس دس 
جدول لبعض التكاملات غير المحددة الأساسية : 

تمشح من الأمئلة الايقية الحدول الاي ٠‏ و يعرف بجدول الدرال امن (التكاملات شر 
الحدذدة) لبعضر نیال الأساسیے و يطبم لالب أن سیف إلى ع اللدبل دوا لحري جع 


تام تپا : 
3 اس كيين >+ کر }1-71{ 
01س دس = س + ت ی بو © ل رمع 
(۳) ¡ جاس زس ك سای على ہیں 
3 جتاس ١س‏ = جاس الك EY‏ 


Lr 


یر رت > د + تج + لیات 5 


اة اتشاسل سے EET‏ ۱ اوج تا ٹس م دشر اکر رھ تخبون فيها تايه 
*س a.‏ 


ل 


کب بدا _ 
۲ کت اہ 1 0 
[ سے ےہ ر سا شاد وس 
عل سڈ 


ون ا ہے کے 2 3 
ا ا ےہ ل + T7‏ اليل 4 ۳ 
ا ۳ د 3 م 0 ۹ سی اسب سے 7 
سج ل = ) 


ڈوجذ (س' - 45 اس < ۴) دس مع ذكر اکس فنع نكر فبه! الإجارة مسق 


٣ ۳0 ۱ ۳ 

|(ٛس 4 5 5 و دس 7 ا + ان" 5 ٦س"‏ ا 3 ہیں اه 1 اس 
A 3‏ 1 5 5 

مه با ا کک م مر گت يا عن ا و لاس با یی بره 
1 ي 3 5 8 ۰ وس 


س جج تن عدج 


r, 


اس اس - ۲ اس + 5 می مع ذكر أكثير قذة تكون فيها الاحاية مسیعف 


بے 


خارين (1-5) 


أوجد ما بل مم ذكر ألم فة تكون فيه الإحایة صي : 
شخ : 


, سی" ا سے . ([1ئس۔ ہا سس‎ )١( 
مھت التي راس‎ E 
. زیخ زرط اط وو امس (۲(14۸س - 4۳( + 4۱ من‎ 
فااس) وص 41۰ | (جتاس + 8سیا سی۔‎ - r) 
قئاس طتاس) دس . 7 ا رن‎ + (۱ )١( 
e [ )۱( ای" - هس + ۳ سی‎ )۱۳( 
٦ 8 س‎ 

(۵ 1 | سلسم ا ر ركان SS‏ 

و و کہ 

۳ و و اٹ 
لس ")] دس , OAR‏ دذس, 

1 


(۱۹) أثبت أن ابدالا د(سی) = ۱۸ “ س" هي دالة أصلية نثدالة د(س) » کے 


حیث سس 23 إ٥‏ ؛ !) 
(۲۰) ألبت أن دة د(س) " س" حي دلة أصلية للدالة 
د(س) = دعس ”فى الف , 4]. 


5 2 58 1 یی 3 25 
(۲۱) [ذا تانب (س) = ۲جتامی - جفس فاوجد د(س) عثیابأن دلب ] = ۳۷ . 


٦‏ - التکامل بالتعويض 
کی گر من بابل التکامل شير امسات بث التکاملاتإ(٢س‏ ٣اس‏ را8 سر ایس 
وغرھا تجد ٹن التکاملات الوط از ایت فق إسدى الصور الي بتضستها يديل الام 
غبر البق هه الاساسية ء ورغم ذلك بات في بعض اجات بسن حون هل التكاسلات إلى 
احدی الصور الاساسپةء مستخدمین في ذلك رای عة ورف تکیفی ف دراستتا هتا يذكر 
یع اتا وهي ظا کل بالتعویش. ۱ 

اد بان الطلوب غاد النکاعلی سس 4۲ اسر قي غسوه معلرمائنا المسیهة» تعرضی 1 


هي = ٢س‏ ۳۰ 
سرد الايد 4 - 5085 .. تعر يقب العاصل .۰ تعجد لل : 
۳ 0 > ار 1 
د تبى د س اچ ا : اس * لای لا ا 2 ن 


وبالتعويض ق التكامل الطلري إعاده بكرن . 


ان 
3 


[٭ س ١ ٢‏ سی لی ات عم 


5 
3ج 
980 001 
کے کوک 
1 0 
1 


. 


ثکاعل پسھل إلباده بالاعتیاه خلی التکامالات الأساسية . 


ولکی نسلل هذه الط یق الئی تمي کہا قفا طریقة التاکامل باشعوضی اانا سنا عن 
اتف س باقر 4 خرضر آن قلطشرب عو زیباد زد(می) دس ۰ آنا لا تسرف دالیڈ أصلية 
مخ يله تلالد د تم ما بل ی : 
(۱) لبحث عن دالة جايدة (صی) بحیت يعطينا التعويغن س - بلص إتكابلا جديداً 

تايلا للحساب المباشر. 
() عبر عن دازم ) بد له لسر شید نیکون : جھڑس) " د(-داصی])) 
٢‏ 
وو بجر ی تی مالیا له دح ین افق ٭ کس > مس تج امي ك 7 ا 
مس 

(4) تعوفى قي التکامل الأول فتنحصل عل لإد(س) وس بدلالةعی× صء ھا باستنا على 


إجراء عملية النکامل بصورة مہاشرة تطبیقا للقواعد لاسامية لني ذکرٹاما الها , 


SN 


س 
- 0 


٦ 3‏ 5 3 
أ أك: اس باه را و ۱ ۰ ہی ا فص مد کک 
5 
أوعيد : ےجو سج تر ۲ 
ات سا 


سد اا ف فون ۶سي = x}‏ ٣س‏ ۶س اس 


عو ذم ×۔ ا فعس 
بالتحو ہس في التکامل نيحد أب 
00١ ٦ 1‏ 
وت سے ۳ نت سب ددن اہ سا زو ص سل 
کت 1 وی ۱ ۴ 1 کین اشن بے 
ی E‏ 
۲ ۰ ۱ 
ےو ۲ 
1 0 5 
1 ات تسد 2 ۳۹ ےج سس تاد سياه منوت بو ده قفي نيدت ظد را 
ی 71 یا E E‏ 


وج )با آم سر 
نبحث عن الدالة د(س) التو تحلق تشرط ولس ) * باس . 
تنفرض أن س × من 
سے ۹ 
۷ لس 3 #3 تن . أي ان : ڈس 0 ۹ بی 1 


501 5 0 0 
إفث | جاس مس - ]اص ( مس . 


+ 


1 
دنن حول التعام اكت سا أن کہ جامی ا یس یب وک جتاصی ۲ الا 


5 له 1 ۱ 5 
نفرض 7س < سس فیکرن ٭ س ‏ فصن أي أن دمن < ره ×ص ویم التکامل على الصورا 


قاس دا 


و 


دمی) - سا قا ی دصر 

تا ای یت ای سی ات این سر 
رع جو ود و سے ۰ ۳ کی بے 
و آ زا 7 یږ 5 + 0 
اثلا . فا سس دس > ظا۶س اسیبا . 
وجك فا اس دس ۔ 


ا اق کس ا ۳ 0 ۱ ۱ 
غرشی آن ٦س‏ = عي فيكول الس = اي آئ أن ا ویم عم انتکامل على الصور: 


ل 


1 0 1 ۲ ۱ ۰ ۲ r 
: ]قتا كس دسي - [ يتا جس 0 دی 0 [ قا ھی دص ومن عدرل التخاياللاتث نحد‎ 


٦ 
ادس تاس اس > > قتا + ث مانا؟)‎ ۱ 


ملحوظة (5 ۳۲ 
بالاعشان حل الأمتلة ج ۱ س ۸-7١‏ پب ستضیدام اه !لاله الي بسكن 


احق متها بیس له : 


و 2 
س جدول الشگامللات لاساسپة تعلم آن ز ا جاس دس حم يناي ۰۲ بش , 
۳ 1 0 5 5 1 با ۱ 
و میتی لام ( 1 چو ۱ 1 سا اس ۔ ۵ س امد 5 سنا زس تچ ي + دگ 
باست‌شذام (5 - 4١١‏ أوجد : 0 2 او ا دس 
في فيوه ما درسناه في الأمئلة السايقة تستطیع أن تضم جديل التکاملات العلي : 


1 35-5 و وف سے 2 رك 4١5-55‏ 


(ا) إ عا اسن وس ۴ 


| تالق دسي > م ماس د 35 4F}‏ 
(ei‏ قا اس دمن - فلس + 5 ۱۳۱ 
۸ كتاائس دس = - ج ظتائس + ث س 
۲ | تااس ظااس دس < >> قالس + ف a1)‏ 
3 قتااس تااس دس د - رت 111 


یل 3 ۴ا بج یا 


8 1 5 
رحد التمامة عم ایج + سا 
1 ل عبن مضہ اس ناح "سن سن 
٢ 1‏ 5 
ق س می طاح س وس ج کا اس + اش سن ۰۹ 4۱۵ 
3 4 
ب نے ہر ہے 
۲ 3 ہیں 


بی = سا ونا ۳۷ س + نش من (۱۳۰۹) 


من الواضيم أن سد رئی الوم هب دم المحددة الأساسية 5 تمتوى عل النخاملات . 

[ جااس ام :إ جنا مي دس : | ناس دس : ] طن سی ۶ سی 

ولک باسششقام العلاقات الال قبل انرس کلت تعرعها ب قباستت ساب امامت : 
۲ 


أ ۱ 
جاس >< (۱ ۰ جتالاس», جتااس سم (۱+ حتا٢سی)؟۔‏ 


جا 71 ہے 12 2 ,۳ ۳۹ ے ۱.5 
فا سي + ا * لا یں م ظا سس 1 گناس 


0 1 
| جااس س ان [ ۰ ا٣س‏ ا اب 
٦‏ 0 1 
= سی - ب جا؟س) + اس ۔ عاد ]٠٠-٦‏ 


أوجد اجا | جا سی دس 
ار نے 


۱ و 1 — ۰ 
لاح أن : سنا ٣ی‏ ×× ۰( - جنااس) . 


۴ 


۱ چتا 5 2 ١‏ اك ستا٦‏ نے س 3 اي 
ويكون ] ا" المي دس = ۳ 7 7 
۱ كن ۲ رد 
# اس + سب اسر ا 


نتيحة (5-5) 
لزا گنت الدالة د قابلة تقد فا عل إنغتةى. رگا ب 3 35 - | ادا 


و و مسا ۱ 
1 [دٍس)) دسي( ا کی پ٭" ۳ سد لکل مس ط7 اف (1۱۳۷-۹, 


وبمكن إت عذه النئيجة پاستخدام تر یف م - ددس ) عہاشرۃ, 


اھ کرو ہس 


امش س یں 


کسی وس 5 1 7 05 ا دس . 


۳ 


۱ 


ذ »ع . (٥‏ ۱ 
س ۳ + + ا رس ا كس 


0 + 5 0 ١ 0 

ۓ 3 سی + ر بط (-۹۱۷) 
٦‏ 3 

نگ +0 + ضع 
۳ ۲ ی | نیت 


اوجد | جا اس اس دس 


| چتا اس چا اس اس = | (جتا اس" جاآمی دس 
٦‏ 8 ج ٦‏ عا نے 3 

< - ]ساس (-۱جااسی) سس ۔۔ ا تع بت سب یں 
ا 


5 


جد معا اسن تاس دس ۔ 


۳ : = |" سوا کس ۰ 
انا س اھ | چا من سس 
3 ا ١1‏ - جا "س ] جنامی + س . 


۱ 5 - ۲ 
إجااس چناس اس . ڑلان ساس + جتاس- ۱ 
۳ جتاس ‏ وس - [ - ان ےچس ۲۳ ۳ بط 


مک استتام الفاعدتی البالیتن : 
f‏ 9[ : السابقين ب ی استنتاج ۱ 
E‏ سے لال بش ان“ ا ۲ 


ٹ بان کچ س )١۸-٢(‏ 
بي + ٠‏ 


EY‏ ۱ س" د(س) برا دس ) دیآ[ ا 


کک a‏ 
(5)] جت د(س) جاد(س) ذ(س) دس = 


1١ + ن‎ 


] عل و سس ہس ۔ j‏ نش و ای 
سو نے 1 

2 اس + ۲ باه - ۴م کس ۔ E‏ ہ۴ سس 

> 1 
تنا 11 س( دس . 11 )سس سر . 
م بل و 5 (خ؟] نا ١‏ مو ٣سا‏ سی 
(15! جا( سی + فايس . کہ 3" ۱ 6 اس اس . 
5 8 زد" اس + ٦٣ا‏ می )1۷ ھا سي + E‏ وج سے ۷س 


0 


is‏ قتا ٢(‏ - همي! طا - ۸س )ئس. 14143 اه - مى دسی۔ 


و r‏ 
1 + سم 9 ا س ۴١1وس‏ ۔ 
و کو - س) ای . (۸:] خا ۳س سی ۔ 
() عامس وس . ])٦۰(‏ فلا (ہ - ٢سا‏ ی۔ 
رک سا 
0 ا وروی 
1خ 7 اک وس 
مت و جرا 7۳۳۰ 2 
00 7 ب ۰ ہے 3 ۱3 ]اس خ٣‏ یاس اس . 
٢‏ حا 00 
E‏ ا متسب اس . (۳7 : اجاس © جتاس دس. 
سے ل 
۲ | چعاڈی جاس نس . ۳5 اس فاس وس , 


9.7" '' ۹/۹/۰ ہہ /؟اآٰٰٰٰ۹۹۹ "۹۰۰۹ /۸,۸۸///آ/,ں/ 0" 
٤ - ٦‏ تطبيقات على التكامل غير المحدّد 


سیف ترجه افتیامت! عق لتطبيقات افندمسة والف ماتية بتكام عم المسدد 
أولاً : تطبيقات هندسية 5 


وس ن فسطى منیا نحل شل عیله م أي ميل اسد) 
سنك أله ى تیه ا سار پر3 عليه ! : ن ٤‏ مس [ ٹن ربن سه 


دا اھ او یا اه د ی أن 5 
م د سے : 


وبالمكس 5 دا أععلينا ابعادله م - سس نا ا نے سا اي ت۳2 حك فاي 


عرد ريق التكامل عل لحمو عة اتات عن ٠‏ داس اغا ثك العي طا كلل نفس شن 
تحصضل لل مت سیا هن کسه جیوه خی أن تع قمة الْٹہاسے لف وڈلئشہ رن ج ل 


داه دلا سا 
3 


وعد ماف یود ۰ 1 


یت ماد أي نف 'ختبارية عي + ص) يساوي ٢‏ 


بعك تدرك أل هذه المصادشه تثل يجموعة من القطيع المكاففة. انظر الشكل 45-33 
ولحصول بل تعادة لخن اندي صر بالقطة ۱۶ i‏ "1 


اي أب مساج انی الطاوب خی : ۳ سی" 


إذا كات عنة آي نقطة (مي ١‏ ص؛ على ملسن اه من = دإ س = ۲ ۹ی :۱۰ 


ف 


فأرجد معادلة المحني : عليا تأنه نمر ۔النعطۃ (۲ : ۲۷ ومیل شاسه ف هده التقيلة پساوي ۷۔ 


2 ۴ تن = ۱ تر 5 
جو سر می ٢س ٦‏ ےس - ٢‏ 


دن پاچد ام النظریه 19-517 کوت : 


14 ۲ 0 
کے ےو 1 ۴س 


u E r 2 5 5 ۲ 5 1 8‏ 
لسن سل اسم صلم لبلب سس ارم :1 5 ۷ خیلتح ان : 


سا 


5 7 لد ۰ 
۱ 7 ئا - س۴ 3 اۓ د 5ے ۰ 
وباستحخمام النظر وه 18 4 مر خرن یس اك, 


سے × و 0 سے ۳ ٹہ 2 ا ی 
و جیب ان التقبلة 119 ي ۲۷ تع على تي الاک سس > داس كزنه يمظن تین الات دك 


عبات ب نیقی في ۰-٦(‏ ۴) تی ہل : 


Lı 


/ 5 


وباط دو 1 اين معادله اج ہے۔ 


کے “ي ي 1 اس * ؟ 
ئن کے زب 5 5 1 - 5 ر 
ا گاج ہے ناو -- ! عند كل نفصة اس٤‏ میں فی انر شتا فا جد معا ل انس 


۰ ا۔م ٣‏ ام 1 .[ - ليا 1 3 7 
وحيث إن اليل ھی ^ سس للمتحتی علد القطلة (۱ : ١‏ يساوي > ج وهر مز الستتم 


3 


قلإعاد الثابت ل عضن ق العلاقۂ السابقة فصل عل : 


١ 3 0‏ 
تا ات او ای ار الم 
٦ : ۳ ۲‏ 
EF i 5‏ ےس سپ 8 5 95 1 كم 1 ۳ 7 
تسه بع نة کیا ی میں کت و رد 
تیا 


۷ 1 1 53 1 ا 
0و E‏ مسو - 
کس ہہ سا كله 1 ا 3 


ثانياً : تطبيقات فيزيائية : 

إذا لانت ف نل إزاحة (السانة الو جھة) جسم ما حب تلطة ثابنة علي سارہ (ئی انبا 
مستقیم) عند اللسقلة ن فإن المعاملة فب - د (ن) تعن صركة اسم شما وتحصل على 
سرعة الجسم ع من المنسفة الاولی لدالة الازاحة ف + وتسارعه زا من اكجقة الأول 
المسرعة ( أي امشتفنق الثائیة للإزاحية!. 


7907 و ىن إن 


1ے 


تع ریت 
کے و رٹ 
وبااعکن بمكاملة السرعة تحصل على الازاحة وىکاملة السارع لحصل على اة 
ی أن : یں 13 
و اش ان 
يتسرك جسم عل خط مستقیم بدا من نقطة الأصل عتد اللحظة ن د فا سرعية 
اع - إن ؛ ۹ آرجد الإراحة اتس بقطمي الم خلال الادۂ من ی > مرا إلى ن نه . 
Gordo isp jms‏ 


وه = ۷ پر دي ری ب ك 


عند اللحظة ن = صقرا نروف × صفرا. إڈن ث < صفرآ ربالتال فإن! ض ٭ ٣ن"‏ جن 
وعندما ب = ‡ انف = ۴٦٣‏ وحدۃ طول . 
نود جسیم في شع لقم يتلسارم بت اي -3 سیت ن هو ازس سالشوائیي . او جد 


العلاقۂ بين السرعة والزمن عا بأن نیعنے بعد ٣‏ تو أن مخ بہاے اخرکة كانت ۲۱ ما اة ثم 


د 


3 5 ۲ 1 = - 5 = 5 7 .: 


لقعلد الاصل خی 'تتحظةن د جام :14 

١ 3 ۲‏ 
پا ات الصارع بت = 9 حیلاح في آلس ےہ اتب ع = [ نام ن۔ 

| زین - واون. جلي ٠‏ كن ہیں 

n jz 1‏ 0 اق 3 5 کب | ک5 
بعاد ااخایت نٹ جع ع ۰ ۱ عند نہ ٣‏ ل الات انسابقه تحصل عل : 
٦٣ - KF‏ ۷ سم أي كن مث ب 
ونخون العلاقة بين الس عد والزين هي اخ تد ان - ون ٦+‏ 


وتعلم آن السرعة ع 2 ذذ ف = 3 ± انه 


سف - آلا وش + تا بن نان 


ل 
fz‏ 
گاب 
7 

1 


پا انف - مما عند ماي © مكرما لٹا لزب کے = ےرا 


اتد حرج كرة على مسر رغه اتذان ے هما ٹاہ هإذا انت اس شید ساقم سیب 


الا کال معدل ٣م‏ ناه فى النانبة فما هي إزاحة الكثرة حى وقرٹھا؟ 


3 له 
4 355 
۳۴٣.9/پ0,,0101++‏ + ٔ 9 
5 ۱ ہے 
وسح ال + حا لدعا نع سا 


ند یھر ¬ بل ج بل ص یج السرعة خن حم 
وبالنٹی ف ج ۱ و در = j‏ .اي {A+‏ ھا سیر ج ا کے چ عر 
بے 0 ا كه 3 


ل 
ییا ب ہ سج إدب نی > س 


7 
۱ 


وجاك 3-6 = جر ا 


والأن لاحظ أنه عتدمان = ٤‏ تكون سے صعراء آيي آن لکرة عد صرج مدة آریم لوان قبل أنه 


باس - 


ونیا ن ع و یکرت ف - 31١5‏ ۳۲ لام 


قاریے 50 ) 


1 اوجد معادلة حمرعه اشحتیات الٹی ميلها م العهی ثم أوجد معادلة ثل 9 می هد د 
المشج وة الي پر قله الْعطام في قل 8 بل : 


7وی ds‏ انی سا اند هي 


ده 9 
ہے =F‏ گرا 8 8 202 ی 
ج04 2 ىا EE (ONAN ٠‏ 


الى 


د أوجد معادلۂ انی الف یسر بالتقطة ۱١‏ ۰ وميل شیاه عسل کل نة 1 دخو 


.س 
ابد 


داس 

il ۳ ۶‏ كات ہل النحني هی - دای ) #نست اي تقجلية امه صن أوائعية علسة يساوي 
سس( س ۱ فاوجد معذدنة النعتي إذا علم أنه يعر باللقطۂ (٦ء‏ - و 
۳ 5 ۱ ۲ ای د ایب ۲ 
۳۹ 3 ۰ 5 1 ۳ 3 ٍ 3 ا ۳۹ 2 

1 زد قان ميل متحن علد أي تقعۃ اس ص( عليه جم ea‏ می ۲ اس + ات فاوجد 
معادلة اني علي بانه يمر بالنفطة (-۱ 48 

( ۵ سد معادلة 1:۳ ہے ار 1- ر ۳ ۳-۳ ۳ 58 hr‏ 5 
8 ۳ شیاه شجبوظه تیا امه لج ملي عند أىى 8 بساوي تن الإ حسدالي السيتي 

1 ۰ ۶ - 

للنقطه باشارة گاید . شم اوحد ذلك المنستي من الملجموعة اللي يمر بألقطة ذه 1۰ 
ہے۔ تسم ۳ ناه 090و" 

۶ )4 اج کن کت 1 لسن مضروض شاوجد معادك رذ سآن هذ المنحني يمر بالتقطة 


لی 
٩ ۶‏ وفیله ندعایسٹوی ۱۳ 


(۷) يتحر جسیم عل خط مسقم مپتدنا من نقطة الأصل عند اللسلة ن * فا سرعة 
و + آن أوجد إزاحة الحسیم خلال الفترة مین = ۲ إلى نع ٤‏ ۔ 


47 ) بنرك جسیم فی خبط مستقم تسارع نت ٭ ٦ن‏ -٦۔‏ حیث نهو الرمن بالثواق أوجد 


العلاقة بين السرعة والزمن والعلاقة بین الإراحة والزمن علما بأن سر عتد۰ ۳م/ ثاتية 
بعد مضي ٤‏ وان من بدء ار که التي بدأث باللحظة ن > صفرا) وآن إزاحة اسيم 
خلال هذه الغئرة ٭٦م.‏ 

() بتك جسیم ف خط مسقیمء فبإذا کسانت حسركسة الحسيم تتعین من الفائوت 
یں 1ن -1) حيثك نك هي التسارح + ن هو الزمین بالثواتيء فأوجد بدلا الزمن كلا 
من السرعة رالإزاحة سلما بآن ا حسیم بد حر کته سن نقعلة الاصل بسرعة هم ثاتية 
فی اللحظة ن = صفرآ۔ 


٦‏ - ه التكامل المحدّد 


في هذا الہند متام عي يسمي (تكامل دالة عل فترة «قیقیة) وسوفف تری أل عملية النکامل 
هذه مب ھی :لا عملیة جمع ذات شايع حاص کم لی جمع عدد غير فنته من العتاضر الصضرۃ 
جدا+ وحيتا یکو هذا الجموع تانج محدد ووحیدء فسوف شرل إن الدآتة المعطاة قابلة نلتکاملی 
عن العزة تلعطاة . وقد نشا موضوع التکامل كقيره من الوضوعات الرياضية ألهمة حل مجموعة 
می ا مشکلاٹ يمن أهم المشكلات الى ساعدت عل ظهور فكرة التکامل المحدد مشكلة إجاد 
ماحة متطفة مستویة مل النطفة الاك في الشکل (5-٤4)۔‏ 


وسيكون موضوع الدراسة هنا وفق الشروط الأعية : 


شکل 45 
( أن تكرن الدالة د (سی) حقيقة ‏ 
7 أن نکن الفترة التي تكامل عليها الدالة معلقهژ! ؛ ب] . 


۳1 7 تون الد ال معرقة ودود عل شاه الفترة ااي تیپ دود سن عل وج ده عي 


از کاش مزا التعريك 8-8 :6 
وسوف نستعین بیعش المناهيو بالسطاممات الات : 
(أولاً) تجزيء الفترة الغلقة [1ء ب] : 
اذا كانت لدك فة مخلقة ٩۱1‏ ب ] نإب تچزیی» حدم اللدترج يعني شمه إل زد قشع له اس 
الشترات ایرد يعدم ذلك بباسهة عدید تجموشه من النقاط اللي نسدیر تغط التجریه وعددھا 


نب +۱ وهی : 


لكل ۹ 


ويسمى #لتجريء الاثم [التجرزيء اتون نامع [؛ سا ميعز له بالرميز یر (ا + سا 
مكح : 


بت + ما > امن سی ا می هر ريا 


ود کا تنم الع لاغ بب إل ب عن الات الحرئية رشي : 


الفترة الحزية الأولى - [س دس ]۔ 
الفثرة باه الظنية * اس دس ]. 
الع آخرتة :لاله = 


تفر چیه ار * اس :اس ]- أي أن: 


سیر سے 7 سی 


ar 5 


و انا ابت السیافانن من اڈ التسري” تسار بے٭ سمي التجزي+ الب تح الجر النظم 
اللو فة ٩‏ بإ فإذا کشت لس شر عن طول آی فثرة جر فان : 


EE 


بي 1= f‏ 
تون عل الت هي - المنتظٌم اون لشارة ]۲ و ۳ ي 


7 | 
عن تاوس اکس سی 000 کی یراس AES‏ ور 


ارجد التجريء التظم النوني لف [؟ : 15 ثم لوجد ت, (۱۴ ٦٦ء‏ نم ٢(‏ ٦٦ء‏ واوجد 
ایض الغترات الجاتبة في حالة ن + . 


لق 


ليك كل قت = گر = س 


4: 


اذ ع ۲۱ 1۰ دس ع ١‏ ماک 0ب ہہ" ۱-7 
بد تا ما" 

بوضم 0 = 1 115-573 نحصل عل : 

Meats, es 

الشرات احا تیه فی هدم لیات هي : 

دس سر 7 1 : اس خی | 2د ] 3 وس ای ا 

اس مي ] © 31 :1472 لس + س[ اچ ۵ اج ] ه آس ٠,‏ سب - 00-3 *] 


ربوضع ن = الي 119-77 تحصل على . 

صا pT e ۲ 27 ۳٩‏ 3 0 0 3 ا 
(ثانيً) جموع رییان 

نهر بش ۶ - 4۲ : 


نکن دداثة معرفة وعدرد: في !۱ : سل يعرف مین رپیان تلبابة د المناظر للتجزي< 


بر ڑاء ب[ باتع الممجموع : 
5 د (<ر) ؤس۔ 


jr 


حبك ا سے ۔ اس ۔ سے ,+ ھر عندداخشیاری عن اش 


ملحوظات ٦(‏ - 0 
() می التعریف 17-53 ينض أن جس ریات بححمك عل طر بش انز یم تعفر ۹4 ساڑڈی 


انع يعتمد على عدد القترات جريا التي قسمتا إلبها [! : ت] وغل اطول هذه العثات کیا 
أنه يعتمد أي عل طريقة اختیارنا ألقيم <, . 


(؟) مساحة انق املس الطعرة في الشكل 5-3 قثل عمیع ریمان ۰ ج د(ھ.) ۵س 


جا" 


وتعصل ع 1۔ےا س كالسا : مل کل رن سجن یه : جج ا س ] عد خثراتٹ الجریم 


7 7 3 - ٣ AEE E نی‎ r 3 1 ت‎ 


مساحة لته انضلعة = تجموع ساحات المتطيلات 


ملع ] نگ سے خ+ ول مادم 


يب ۴ -- د د اا اس 


i 
: لخ ت ۰7 سی‎ 35 ۳ 
f 


إذا كانت د(س) س ٤‏ ۔۔ س" فأوجد مجسوع رہن للدال د عل الفثرة [ ۱ء ۲ ] حیثٹ 


: 5 3 0 م اج 
عله ۱۳ ۲ ۱-۱ : د 4 یو و ۲ و جر پ اس سار و ی © وحم > 


اراس الزئية ھی : 
3 ل ب٦‏ 3 .8 
۰۱-1 ااا ےر ڑچ ا:٢‏ 


واطواخا هي : 


۳ ۳ 
کر = اوس ٭چ ‏ س, دب ۱ اس 7چ 
على الرتیب 
۳ ۳ عم نے 

دڑھ) وج ۱۰ یت 

۰ ۵ ٣۳ ٤ 
ےید < و اس سب‎ 

جد ۳۶ ۶ 
0000 انا 

۳۹ 


قبكون جسوعر بیان ہو 
1 


كاد (د_اشس عد ) مهس + داع )کس + د لہ کس + دزع ]لك 


ا 
LTE‏ ل ا O‏ ۵ 1 
TT‏ ۹ ۰ ل و ۷ ۳ 15 
تا غ ؟ 


بی أن ماسة اة الهلمة ف اٹنکل (1 -لا) ناوي 
(ثالثاً) بعض قوانين الجموع 

إن الرموڑ 5 ) الذي تدم للدلالة عل وح ر بیان لبي با دی عليك ٠‏ رنلگرڈ فا 
پان بحصائمي هذا الرمز التي تعلمتها في الصف اللا التانوي ۔ 


17 38 رع عه رد تچ زو- ٤‏ 


۳ 4 سم ماش ۳۱۰۰ 


08 ی 


48 لک مع ہے 17 حيست ننه عضدد حقیقی ثابت ۔ ۲۲۰.۶ 


4 34 ارات اا 00 TT TF‏ 
EE‏ 3 سس " ہرد کاڈ ۲ 
1 34 کنل ےگ : 7-7 
20 3 اسن نز من .] * ۹ سڈ 1 ع 5 ۲٢٢‏ 
۳ ته مر “لك کاس یت # عدم اقبي لأيت ۔ ۱۷۷-3 


ولات يلدت إحدس اعقرات السابق مالاع الرياشي, ولح العفرة ۲-۹۸ 


ددد تتطرفاك عجار یاف 


[ ۷ ) نف خر صحة العاد قه :. | سياه نيه > ند اي ال: 
اع ا دب ع واه با ۱ 
+ ۳ 


¬ ز ل‎ FIFE 


و 


( ۳ تحاول نياك ية اد وة اھ ہے ج د ب 1 أي كحت ۳ 2 


| جج ا۳ لے لیے وب و لت + )لت ۱ i‏ 


00 
باه ات ؟الطريي العلا ٦۸-۹7‏ )نحص عل : 


دا ع1 ہے draft,‏ ۳ انك ۱۳ 


E 
۲ 


۱ تن 5 7 لاك + ] 


وم "لو 5 
التكامل على فترة 


مسقل م فيا مل معني تقامل لدا د غلى الفترد [ + س]: 
تعر یف 71 - ۳ 


٦‏ ھہھہ 9 للپية ا 


مر عصيدة دای وتساوی ادا حقيقيا دات 3 2 مھے قات طریقۂ نكو پیل مسوم ربلد 


لگ 


9 0۰۰ DS 


بانیعز ‏ د(س) هس : وبقال في هذه احدلةإن د قابلة ٹلتکامل على [1: س]. 


ملحوظات 5 ): 

ولا من التعريف (۳-۹) ينفح أنه ذا کانت د قامنة تاتکامل على زا + ] فان التکامل 
د(س) تسس الذي يقرأ #تكامق د من 1 إل سه هو عدد حقيقي يتمد على أمرين ققط ما : 

۱ - یمتا العددين انب د ويي اعد دات ۲ س حقي النخاس 1. 

٦٢‏ قاعدۃ تعر يقب الدالة د. 

أما رهز التشی س فیمکن أن تستبدل به أي رمز أخمره قيكون : 

[7 (س) ؛س ×1 د(ص) ؛ص * [ د(ع) دع 

آي أن قمة التکٹمل مستفلة عن الرمز ادي ستخدم لنتعمر عبن مغر الذالة . 

ثانباً: إذا كاتنت الذالة د قابلسة ثلتکامل عل الفترة [! : سح فزت قيمة التشامل لا تعتمد على 
طريقة اختبارنا تلقيم حر في الغترة كرس ء بمكتنا اخسار آي قيسة رید حر في الف پیر 
ادص عل القيمة تفسها للتكامل . 

ثالثاً : من الواسيح أن الات کون دالة سا قابلة ڈلتکاعل لبس الاس الیسیر في کش من 
الخالانفاء ولن نبتم کب هنا يطوق اختہار ما إذا لانت دالة با قابلة أو غير قابلۂ للتکاملی على 
فت ما۔ وان ستکتفی ایا کل کف 9 77۷۶۶ 
بصغة عامة على حساب تكاملات هذه الدوات بل إنتا مستکتفي بای اشوال اتصله مشمدین 
على النظرية الآتية التي تذكرها دون تقدیم يرهان ها . 


نظ بة 1-2 ؟ 
دا کائٹ الدالة د متصلة على غت مغلقة فإنبا تكون قابلة ماتکامل على عذء الف . 


بل صلی ر یه كفية حاب بعقی التکاعلات باسشخدام التعريففب ۲۳۰۰۱ واغت دا 


عل العظرية 44-٦2‏ . 


ایت أن الدائة داسن) ‏ س لکل س اث ج قابلية للتكامل على [۱:ب] واحسب ية هذا 
النکاعل , 


الل اليك المعطاء متصبه عند يع قیم سس لہا داآۃ ل حدوه و بالدالى فپی محصلۃ في المارة 
[اہ-] ويسم من التظرییت (7 46۰ أنها قابنة لتتكامل على هه الفثرة. وبتاة على ذلك نزن أي 
يقد تار ہا التقط جر تو یلإ قیجا وحيدة البهایه - 


جا شر ر عمط في اعرف (۳-۹) 


0 رہ ا ی 


نجیزیی القترة (* + س] تجزیتا میا حسما رأيا في التعريف 25-73 فيكوت طول لال فترة جزئية 
شو 
سب -1 
کس ت پت 0492-1 


او ید ۱ 


ل 


د | سی به 


نے دح صما أن دو 
ربا یله نسختاز و اھ ےہ خی 3 عي | ای شا كوك يكم د ہے . 
رمع ملاحطة أن د(س) = س لکل اس 3 [۶: ب إلا : 


دار داس ۱ س 


1 
= اښ س ب 
0 سس ما )مات 
کے 

کین رم 

تا 5 نب حت 

ا اگ ارہ یا کس 
د سے پنیا 

لے 3 لو 
مط ١‏ 

= ات ہم 1 طا 0 7 ہے ہے 1 


ربامتخدام اتعريف 15-13) تج أن : 


|[ اسا س « پا ک ددرگ سر 


f=} x ا - 0 السك‎ 5 


وب ۱ ےڈ . 4 
٠‏ لل 


اتب ا الشانة دام 1 - لت رح ع غند حقیقي اث قابلۂ ۳ 


ے۔ 
سے قيمة انكام | میسن 


الدالة ج تة في الغترة [1 ١‏ ب] لها دالة تابئة ر بالا قھی قابنة للتكامل على آفزة 


کرافی امش (۰۹- ۳۷ تجری الفترة ڑا سا تجزيها منتطہآ فيكوت طول أ رة رة هو س 
در وص یں جج ےت 


سب پا ت 5 یی 


35 
فب ٠٢‏ ! 
5 ا نی وه ات 
س یر ب 
وس 1 
ک لدب 
= تكن أ -. ]1 


معن التعريقفب ۱۴ -۲] پخون : 


[ داساس - ہا ی داع كوس 


س mp.‏ ا 


یی لب اب ل 


له زب - ) 
آئیے أن الدالة ماس = ی قابثة انکاعل عل ا : ب] وایجد قيمة هذا التکامل . 
اا٤‏ د(س) 5 س" مور ل فى لشم اج س آنا دائبة تصرق ماود و الاي فی تا یاه 
للتخامل عق هذه الف ة کہا في الخال اسار ندري الفترة ڑا ے] ریا محظيا میرف : 


لہا 


طول أى فترة زیی د ےس < مسب 


تخار حر ٣‏ س + ہرس 


وإ = درس س_ 


72-22۳ 
- 101 
د ولت ا يات ھب 
ابید به 

لف : 
افد 00 - 1 134 اع _ ٠ Eph‏ 
کے درد سے ع[ چ بے نے 4 دنت کو 
تس تس 1 س مهو بل 1 7 


ے - ۹ 3 ۰ هه ۷ ہی ہہ سے 0 كل ١‏ ۱ 1ہ 
5 ا e 5 1 a‏ 
نه 1 7 8 
0 


: 7 ۱ ۳ 1 
سے ہی نے تت لو اھت 6 مکی صنت 


ای ؟ 


ومن نهر یشب ۲۰۰۷۶ تنل أن : 


ہے 


س اس پا درس کس 


کب سا 


1 

0 
۱ ۳0 "ھ009" 
2 (ی - 4 +ااس - ا سا وی - ۲ 


0 
کے لیڈ 1 [۳!" + 1۳ب - ۳" + ؟- ٦ا‏ ب +۲ ؟ 


نتيجة ہد 
التدائج التلية لصو بعض النکاملات المحلدة التي أت اها فی الامثلة السابشة يمكن 
امسشخن!عها مباشرة قي عل للسائل : 


( )اھ نس ےھ إب !) ند عاد حقیثی ارت ۲٢58-٦٦‏ 
۳ ےا سب 5 

ای ۲ س اس کے - ۳ 
۳ سے 

۶ کے "دس تیب (-۳۱) 

رو اس ۶ ۳( - بی مرن (۲۹-۷) 


۱ ےت ےہ وف من )۲۹-٦(‏ 
۷۔٦‏ 
کپ سس یت من !٦ت‏ ۳) 
EI ET‏ : 
!عن ا جح او 7 تم ئا مھت 


استخدم ااتیجة )۴-۰٦(7‏ چق, اد فة : 
45 | ساس (۲) | سس دس 

التفسير ال ٰندسی للتكامل المحدّد 

نعلم أن مشت الدائة دزس) عند نقظة سا عي إلا ميل الاس ثلدائة عند هذه النقطة ؛ ومذا 
الارتساط بین ا لمهم التسليي والسدسی هر نقطه الارتكاز اللي اعنسد..ا عليه.! في اطبیفات 
التفاضل. اثتي عت بنا 

فيا هو العفسير اخلدمی لنتکامل الحده أ د(س) دس ؟ 

لتوضيح دلك ستفرضي هنا أن الدالة د «تصلةفي [۱:ب ] ون د(س) 5 . تک 
ETE u”‏ لغری أن ت سر هو التحری: توف ینتم لخد ۾ [۲ ۰ ] فیخون جسوع ریت 

ج ده ) وس جو مساحة النطنة المظئلة ق :لشکل .)۸-٦(‏ 

ومن شواقصح أنه شا زاه شلد الشةاث أحونية له وصقر کل عر الاطوال كرس ثثر صدد 
الستطلخت المالاصقة وسر رل : شاعدۂ قل مھ تما في الم دا ت 


وني النهاية نستطیع أن نتصور أنه حين» -+ مد فان جموع رييات کرد(ح) وس يقنيب 
من ساحۂ المخطقة للظللة في الشکل ١٠١-53‏ 4 بھی الحصورة بين مين الدالة د يعور 
السات والمتطين المستقيمين س ع وس ماب أي أنه اقا كانت الدالة د متصلة في [أغ ب] 


وشات غم تاه 2 فده تفع كن : 


و د(س) اسی بعش عن مساحة اأطقة ادو ية السخصوية 


بین عنحني اأذالة د وقعور الات واقهلین المتقيمين سی ۱٠٤‏ س = اب لواز پین عور 


البیبا جات , 


وغل سہیل آلثال لاس الواقعة ہین مسحي الدالھ من = ٢‏ ور اينات والمستقیمی 
اس = صغرأء ما ٣‏ هي 
ے | لاص ویاستخدام (٭ ۲۷٤٤‏ يكون : 


1 ھی ۰ ۳(۲ ۰ ۰ 1 وحدة مساحة 


وهي اة اعستطیل للوضح 
فی الشکل (-۱۱) و 


شکل )١١-5(‏ 
وآیصساً ا ماحة الواقعة بين متحتي الدالة هن = سء 
وور السیتات والستقیمین س ٠‏ اس + ۳ 


هي 1 سس دس وباستخنام ١-71‏ ")یکین : 


1 اد 


ب ۳ 2 
1 س ڈس 


گ 


وهي تنل مساحة شبه النحرف في الشکل (۱۲-۹) 


E‏ ۽ سنا اص 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
۳ 


شکل (۱۲-۲۰) 


ملحوظة (5-5): 
إذا كانت إلدالة د قابلة للتکامل عل [؟ + ا فان : 


۳ 1 
ا ا ی 
(1)[ اس )س سے كي 
قمتلا : 
1 جا امنا 4 
اس می 1 و 
+ 5 رید إ-٦‏ بج 
اي ہن 5 جس E‏ 3 


رکا لوط السابقة پت أن : 


۱ 3 
۲ سی طس دوجو 

0 05 ج۳ 
:0 س ديرك | یی 
وكذلك فان : 

| س سی = صفراً 

د پا“ 

1 ب مس * صقر 


تمارين (5-5) 
- في کل من ارين الآثية أوجد مرخ ریبات مستخد ما التجزییء انعطی والنقط ع انعطاة 
نم وضح على الرسم انساخات التي يمئلها. 


٦٣‏ سڈ ٭ سس" یه .1 مي 3 : د ھد 


1 ۰ 5 
ت إ.د ٣إ‏ ا ۱ 


ےک ری سوہ و کے 
(؟ ا ارس ۲ ٣س‏ حث س ظ [۳:۰: 
1 ا 1 
مر( دای ید بی : ۳ 
1 

()عندماج = کے شب الى چس 

- لكل س آلدوال الأئيية؛ ابسحت قابلية التکامل على شا المميدة اعام کل متها ع إذا کات 
الدالة فابلة منتکامل غلوجں۔ تة هذا التکامل : 

() دای اث عل 5-1 1 IF‏ 

(۳) دس ۶۷ - غل ۲ : 2]. 

(49 دس ” س على [1.5]. 

(غ د[ = ۲ - س هن سل نا 


(8٤دڑس)٭‏ ٢س+*‏ هلل لح ۳ 


(5)درس)*س) | عل الالء 
(۷) دلسی) د ابس علی غ ,-8]. 


- قي كل من التمريتين الآثيين أوجد ولا نکامل الدالة عفى الغترة المعطاة ثم احسب عندسيا 
الساحة الوائعة نحت منتى الدألة وقوق الغثة اتعطاة (تحقى من کاوی التستین): 
()(س) = اس عل Tj‏ 0 , 


(۳د(س) دمر" هل ل[ 


(5 -5) بعض خواص التكامل المحدّد 
(۱ اذا انت ت 2 كء وکانت الدالة د قابلة للتكامل على [! ه س] قزل : 
ھ د(س) دس = اه إد(س) سین . (Fi‏ 
(۲) إذا كانت اندالتان در در قن املتکامل عل !ءا سا فان السدانة د, ± د, تون قابلة 
لتکامل عل 1ء با ويکوت : 
له مي )لس) مس > ]ا ی(س) مس د | دی(س) دس ۔ 6۴۵۰۰۷۵ 
(۳) إذا كانت الدالة د قابلة للتکامل على [ س د 8 [ء سو فاب : 
)نس = 1 د(س) نس + 7ھ (س)ادس. _ لا 
43 4 إذا كانت الدالة د تابلة لتتكامل عل الغده [1 ؛ ب؟ رکائت د(س) 5 ۰ عل هذه الف غات 
| د(س ادس ك . اکھد 
۴ ) ذا كانت الدالڈ د قابلة الال عل امد الخلقة [ا + ب ] فزن : 
| د(س) ۰ نع مد ۲ دض | ای . ۳۸-۶ 
و إا کات ! < مس فان : 
|1د(س) ١‏ دس | ± |" ]داس)].س. دوس 


(1) نقدم هذه ا خاصیة بالنظرية التالية : 


نظر یھ 9-7 


ند" كانت كل من د : دې ثايلة كاسن ن آ1 سا وتات یه شم شف 1 ا : 
OE‏ اس 7 1 ف لع دسر 5 


الرهان : 
باستخدام اطداصية ۳2-77 : 


درس دس - 1 د(س) فس - 1 (در(س] -د.(س))دس 
2 1 د ”ا (س )ا نس 


پا 
3 


ار 


لم حم خر ارس 


کا د ااا وس سه ع 


لکن د(ح) - مراع ع ٠‏ تکل خر انی اس] تسا 
رأیضاً وس = ۰. 

رباثتالی فزن النهاية المرسودة لی الطرف الاير عن (1-* +) تكون ير سالية. 
اذب : 

فسا س - 1 دسا س 5 + 

أي أن ! 


[ در(س) دس > | د(س):؛س 


5 


۱ 1 2 78 21 5 1 0 
اد کات اسنا ا فخ لس سے فدهن من شون اپ التي مل على أن : 


RS EEE 
] 1513 زوس )م ا مب لهچ با ۰ لكل س‎ 
کے‎ 
]5 ۰۱[ 2 قت : د(س) - س | عه . لکل س‎ 
ع۲‎ ۲٩ چو وای ہہت کا و‎ 
1 5ے أت . دس زس ال‎ 


اوت ی ا ب 0-53 ) ينتمم أن : 


نظ بے 1-۸ ۵ 
نکن یه انقيمة المتوسطةه للتكامل : 
إذا كانت د دالة فة فى ۱۱3 سا فيه يوجد نقطة سن 5 ۱3 ]ب بت : 


| داس) «س < زب - ا) و( ) 


البرهان : (غبر مطلوب) 


ہا أن الدالة د متصلة ف اه سا فة كوك للدالة د کیم عطسي ك رق سحي هل 


ا ۳ 8 0 5 ۳ ج 0 کے 
تصترة آ۱ سآ معن أيه یوجد س, ف من رق ڑا تب]بحیٹ بکون: 


دزس.] > کے ء دزس .| + لك يمكلا يكون : 
تك ج دسج ک لكز پر3 إانا] 


وبامتهدام لته 5-53 ) تسمل على : 


“قاس 3-4 دي( یس = |" أت دمن ۱ اه ٩‏ 
قسن کک اس او ٦س٢‏ 
آل س < لع ان ا {T~}‏ 


بالنعويض من (7 12۲۰ ۱ 11-11 ) في )٥٦٤٤(‏ ينتج أن : 
كلاب - از 5 1 هرس فس > لك (ب - !) 


انم عمل بت ا مم ملاحطۃ نت 1 لا ب سعط عل 


3 


کے ع 0 طس س نچ 5 أن : 
r 1‏ ۱ 
وک اا 


٢٠ پ‎ 


وبي أن الدالة د متصلةعل [! + ب] غإنه توجد نقطة س ف النمة المغلفة زس ١‏ س ] 2 
ڑا سا تحفي انساواة لأمية ' 


اوحد قيمة اعدد سس الذي عقن النظرية (5-5) للتكامل ١‏ (اس - هس 
ارس أن د(س! ٭ کي - © فتكوت ف فال متصاسذ ی الف [ ۲ + 1۵ لاني شر نود 
وبالتالى تبعاً للنظریة )٥-٦٦‏ پیج علدس 3 (5+۲]ہحیث: 
أ دا(س) دس - ه ۲ درس ۱ 
٣ 9‏ تس ) الل 
ومحساب النکامل : 
7 ط(س)س 1۰ (اس )س 
د ۲ س ٹس | #دس 


وآ 


۲ 


و کر ۳ زج 1¥ 
و چا ڑ٦‏ غ 


عاج واس 5 (42-3) نسنتتج أن ؛ 
* دس - ٩۷‏ چ درس 1« ٩‏ 


ہی > سل 


تمارين(5 -ه) 


رہ ا إن سو ساد وو جو رہ سی وو تو تا 


7 اس = اس - ٍ 
هازس ا - اس - 1 


(1۳س! * |ي +۲[ 


ي 1 ۳ 
i‏ د(س) = 

۳ 

كعى 4 
(ه) دس - 

چاسی 

3 
۶ )اس ] ۔ ام + ۳ 

3 


ل داس ٦‏ اس 7 ٢سر‏ 4 ٦‏ 7 


بے - 4+ 
t4}‏ دی 


-سن0 


عل !۰۲ ٤]۔‏ 
عل [5. .1٠‏ 
على ۲۰1 د1 
سیا کے س ج٢‏ 
عن ۰ ۰ .]٤‏ 
تسا بر ٢٠٦‏ 
عندها اشع حاب 


قل ۱ : ۳]. 


خت سض ^ ۲ 


دیا س ٢٢‏ عل (۱۳ ۰ 1]. 


ساب عى = 1 


1 عل ١1‏ ء 4 


E -1 على‎ 


دما * جن س سے + 


(۹) ڑا کالٹ وأس] " سی' اه سا (س) = س تحقش آن : 
ا د(س)؛س > | (س)ئس 
ذلك يمساب الطرفین . هل بجی هذا مع النظرية (۵-۹)؟ 
(۰+ + وضح لاذ! يكرك لن چه ڑا و 
رید ہہ یں ی تو 
0 ف السائل النایة أوجد قیمة العدد سي . الذي تعينه النظرية 1-17 ١‏ للتكامدتت العالية: 
(1) 1 لأس - ۴ای 
(ب) 1 سی دس . 
اج ۲ اس '۔ ۴اس 


EE‏ ۲ إلى "لاس ۶ای 


٦(‏ - ۷) النظرية الأساسية لحساب التكامل 


سبحت في هذا البتد العلاقة بین التفاضل والنکامل المحدد لیس فقط لامها النظرية + بل 
ہا ستسق عن وسائل اکٹر سهولة مساب النکاملات المسددة في كثير من الحالالت . 


نظریة )۷-٦(‏ 
النظرية الأماسية لاضن والتکامل - أن الأول : 


افاکانت الدالة د(س) متصلة في [11 سا رکانت ى هي الدالة المعّقة بواسطة : 
اس « و" م(ع) دع لکل س 3 ۱ء سء 
را ی(س) 5 د(س] 


ذس 


البرهان : 
تتفعن أن من + سی ۷ ھ نقطنان ف [اء ] حیث ع مقدار صقير ڑسوجب أو سالب) 


یس + ه) - ]7 ملع 


أي أت ی(س جد - ق(س)* (”” دلع) جع 


س۔ 3 (س + هاه س) إذا كانت ه < ۰ (أي أن س, تفع بين س + س +ھ) بحيث: 


لس +ھ) ” یی اس ۲ هر > می ازس ] 


تار درس 1 
عماس لنت دزی ) 


و ہم 


: ۳ ۱ بد ور كه — 
وود سے نا .- یس _ یاس] 


۴ خها دس ۱ 


د(س) من اتاب د على [1ء سغ, 

: )۷ -٦( ملحوظات‎ 

() التظرية )۷-٦(‏ تعني أن التكامل المحدد أ" «(ع) مع ء سیث الد العلوي للتقايل 
بتغیر س + هو دالة أصلية للدالةھ . 

4۲۶ تسح من التظرية )۷-٦(‏ أن لکل دالة منص بوجد دالة اصلیة 

مالآ نعطي النظریة الأساسية خساب انتکامل التي تحطي طريقة حساب التکامل اعدد 
Sa E e‏ دنت 


)۸-٦( نظرية‎ 


النطرية الأساسبة اقفاضل والتکامل - الجن الثاني : 


إا کارت الدالة د متصلة ف [! + مب وكانت ل دالة اُصقیة لندالة د عل إ1 ٠‏ ب] فان : 


[ اس سی عل (س) ۰ ۱۱۵) 


البرهان : 
ماآن ]> ع(ع) دع داثةأصلة للدالة دامن لمتظرية ))۷-٦٦‏ 
وبا mm‏ 
ل وس + بث حیث ش ثابت حقیالی۔ (عن النظرية (5-؟)) 
سیت آن : 
] 7 «(خ) بع ل(س) + ث ۱-۱ ) 
ولثعيين قيمة ث فإننا تم س ٭ 1 في 145-50 فتسسل عل : 
دع بع ال( !)+ ث 
وحیث إن الطرف الأبمن پساوي صقر (من علحوظة ))٥--٦(‏ 
فد لد ١413‏ نش مقا 
أي آن ث = -د (۱) 
بالتعر یض لي (*- و ) يننج أن: 
)عه ل(س) - 0123 . (-1۷) 
بوهم سی = في )8۷-٦(‏ لحا على : 


2 جاع) دع ٭ ل(ب) - کف !) 


لذن ا سإ دس = لإ سل زا 


ملحوظة :)۸-٦(‏ 
زدا کشت ل جات اة تلد له د عل [ا وب ] فزندا نكسب . 


خی اس اف ا 


| د(س)»س = | لمعي" + سس 

×سص* اس ۲ مش 

ا ل(سی) ‏ س كم هي دانة أصلة للد اة ت(س) 

عليه ناد  :‏ «(سی) دس = لس ازس + سا 
جو ہا رس ھجت 
سرد جو ہی 
ملحوظة (5 - )٩‏ 
آفرق باس -- ل[ ١‏ ] لا ختلف باخلاف ندال الأسلية ل لنعالۃد وثذاك قفي فاك 


رب - ۱ 44 اعيا الدالة الشابلة 
لسن ! = مب + سے" لأينا لو أعدتا الداثة : 


۱ 1 بت 7 کے ےم i=‏ 5 ات 
دس | 7 ۳ + سن + نی فاد انتکامل 1 دس ادس لی پتغیر, 


1 
ہے لك 1 اه 
۱ چیہ "+ r‏ اس ۳ ١س ٦‏ ایانس 
ET 4 ۲۱ 0 ١‏ 
ہے۔ ۳ سووےرجرد ا 5 
1 ۱ ۱ خی ۱۶ iY‏ 

1 5 1 
بف ھی ٠.‏ 1- ج٦‏ 


3 


۷ے لم 
اسب ] نا سے جاس دس 


باعشار دزی | ^ جٹس فاد ذ(س) = < جس . 


: ٭ 
۳ پ2 5 ۲ , ۳ 
| جٹااس جاس دس ۰-2 ”(جتس؟'(۔جاس فس 


نشرض أن درس ] ۳ 4 ہے ادن خی ا = ی 
باس تداع ارات إا ا جما عى : 
ا" سا جس 0 
۲ سی ی ۲۰ و پا ہی ۴ 5 زاس اس 
کے كبن i‏ 5 
لی ابع 3 0 


۰ ۱ 


سی چوس کو ور دو دہ 
سپٹ ۷ - )* پت 

ویمکن حن هذا الال بطریقة العکامل بالعمو يضر آیضآ ولکن باسلوب اخی کہا يلي : 

سے اض كايا + ۱ 

“عن © (س'<1]ئس 

ان ضس > من س 

آي نمی" اس ہے امن 

إا کانت من * ۰ وال ھی > ١‏ 


و إذا کات س ۲ ۲ وال جر = ۹ 


ا 


وعدا يحضم أنه لو إستخدهنا التع و يعس س خسنل | قلي : 
8 فإسي )اسن - 1 وإسلصض]) مرا دمن 


حيث م إس) د1ء م ) عاب , 


(٦ چ‎ ٦( تمارين‎ 

لحب التخايلات ال ية" 
( | کسی 
(۲) دس . 
۳[ میس ۔ 
ج 1 إس * 7 ٦سں]‏ + سی : 
(۵) | (قس' - "سس وس . 
43 ( ۲س" - ۲س + کاٹس . 
(۷) 1 ای + ]٦‏ چس ۱ ۷اوس . 
A‏ اس -۰ ۳ گے 1 ۲ عس ۔ 
3 1 إل ا( ۲ 
را ۲ زب" = تا ۲ 3 اه 

|“ 7 ا 
ٹیکھ کس > وين | 

۳ س كان نت 7 
E‏ ڈیہ سی ہے 
سب البق ا میسن کی کا مما فی : 
(4۱۳ | اس +15 س. 


1 


0 5 
411 | (س - ۲۱۵ ۶س . 


بت مد 


8 ب‎ =H 
پوپ 0 ع‎ 5 3 
و٭- ۳ س دس ۔‎ 


۲ | ۳ ج ات و 
۱ سر ٣‏ ۴ 1 3 
i‏ 3 کرو 
تا س 
iF‏ 5 مو تج 
02020۰ 


٦ e}‏ 00 سس و ( سی 5 م لمن ۔ 

۲۹9 س“ اس (۹سںی' ا اس انس . 

FT}‏ 0 د وص ں7 دعن اديعس تاس 

73 لوكس ی 

7 0 2 مس 

() احسب تال د العرفة کانتای : 
آي ملاع سی 

دا ) > عل [-1 : ۳ 
+ داع علدعة س تک 

: اس النکاملات الانبة‎ )٦ 

a ھی‎ N 


۳ : 
7 1 
(ب) [” بھی من اا :س ٦‏ 


(ے) |" (صی" + ٢‏ ص + ۳) كن 
(د) |" سی + ۳می" + 5) دجى . 


اسب التکا مات في کل ما لی : 


14 1 چا س اس اس 5 
3 


٦ ۳ 7‏ ناس اس عي ۳ 


ا 
تمارين عامة 


في الساتل من (۱) إلى 17 آلیت أن ل دالة أصلية مقايلة للداله د في الف [آء بإ العطاة : 


5 


(٦)(سی)‏ ٭ ۷٣‏ س* +۴ + ولساء سے 
كسس 


[+ص] *[- و6 
( ٦ل‏ ۶س) 5 ا س د 5-5 2 ٦لاس‏ فا س 


ا اہ 


اب 


( اس كد تام س( ۱ د(س)۔ رای - ص 
b+ ٣ 1+ ٩ 0‏ 
ام با 980 نك 
رد 1 3 1 
(8(س) > م سك جتااس - بج جعاٴس +د(س! = جاس جتااس (جناس + ۱) 
الجخ | 


(2) لوجد التکاملات الآنية: 


٦ء‏ (س ٩‏ ۷ 1 سس تس 


5 
(ج)؛ ٣‏ ِ سس" دس 


(د] جا (٦س‏ - ادس 


ری لحاوس 357 اجتادس اس . 
5 أوجد الدالة “لعي تربع بين الساقة ف والس تن [دا کات الا تاه التي ربط بون السرغة 
والیمی ن مععفاة کالنٹی: 
ا سد ااه خی نف ٣>‏ نداي ۱ 
وی رٹ و ا ادج 


0 


ےا = س > ان < ؟ ییا[ = ۰ . 
([) تساك ہم بی نعط تفم بتسارع بت = ای < 4 آوحد الصلاقة سن البرعة وازن 
عليا بأل سر عه بعد ۳ ثران من بدء اطركة ڈالنی بدأت عند ل × صفی) تس وي ؟ ۳۲ باق . 


() بدا کان مق الس انی ما عد أي نقطة اس د هي 1 یعطی باع اة 


و 8 
و 7 سے کت ۱339۲ نے ۳99 
لی م ميد 

7 مث 


فلت أت معادلة هذا الملحتی غي عر" - سر لس 4 ١‏ هليا باته بعر ايلك( ۰ ۲٠٢‏ 

(۹) ابحٹ خابلية التکسامن للدواآل الڈکورۂعل ۰۱4 سا واا كانت ذلك فا سب 
کا سا" نا" 

(1ئ ]= وس حت [۱ء مب ۷ ۲۲-1 ۳]. 

اا د(س) * ٣س‏ + اس يث [+ست| |۰۱ 14 

([٤ق‏ کل عاش اوجد تكامل الدالة عل ار العطة واحسب الماعة الواقمة نت 
متحتي الذالة وفيق القت المعطة لم عقو من تسلوی التیجتیں: 


۲ (س) = س ع 13+ ). 


2ب)د(س) "وس ۰ ۳ على 1-] .12 
ذج) د(س) | اس دإ على ر۰ ۰ ۳]. 
ا اش ملات فى کل نا بی : 


E OS 
. ٦ ۷ سو٢‎ 3 )) 
ا سو ي‎ 
(س + اس" اس‎ 3 1۱۹۱ 
. (سی" + سس‎ | )۷( 
4 4 
زج 1 ےت دع‎ 
٦ ۳ 
ا ا اس‎ 5 
سن‎ )١ - زاس + 1 لاس‎ 7 {¥ e 
e 
کک ہی‎ “| #0 
3 س‎ 5 
, من" + ۳] اس‎  )٦( 
(س - ا س.‎ [ (Te) 


7 1 سس 5 03 


کر یں 


(۳۰) إ7 ص'۱۷ + س٣ص‏ 
وی 


E ۹‏ : 1 
(۳) 7۰ سلسس یب 


ب سس ا تا با 


2 
Fi}‏ | ا٣س‏ قاس اس . 


L 
۳ 


تطبيقات حساب التكامل المحدد 


۱-۷ إيجاد مساحات بعض المناطق المستوية. 
۲-۷ إيجاد حجوم الأجسام الدورانية. 
۳-۷ مشتقات الدوال الاسية واللوغاريتمية وتکاملها. 


E 


wO 
: مساحات بعض المناطق المستوية‎ ١-۷ 
: آولا : التطبيق الهندسي‎ 


لیکن د دالة معرّفة وعشودۃ عل اه بت فانہ: 


۶ ]دا کات ۸ غير سالية في ٤[‏ م 


قاجا مساحة المنطقة عت د وقرق [1: س] 
تعفلي بلأعادلء : 
e E, 1‏ شکل (۱-۷) 


۲ ]د كانت د غير مرج فی [!: سا 
فان مساحۂ المنطقة فرق د ريت [ء با 


تعانی 8+07 


+ - | د ساد س ۷۱ - ۲) 


شکل (۷۔٢)‏ 


باس ب في وضع إشمارة (-) هو أن 2 د مر يصبحم عدداً سأليّا إذا كانت د(سس)< ۰ 
لكل س « [ ٤ء‏ س] فينيغي أن نغير إشارته إذا أردنا آن تكون المسباحة ١‏ عدداً غير سانب کم 
کي العادة, 


7 ڑا کاٹ س ٭ 3 0 ۳ وکات د شم سسا یه ی اع ] رس م حيية 3 لے د ا لا 
م اة الول 8 اه سن ات ا شی الع تشم !ساسا ینت د وكرق ! 3 5 وا ری 
فوف د کت ڑچ اب ] نعطی بالعادل 


= نادس طس )اس (۷-۔۴) 


شكل (۳-۷) 


ريصقة عامة فان السساعية العضووۃ بین منسني الدالة هي = د (ی) والمحور السيني 
ونلستفیسن س ند اس > اف هي : 

۶ )| .س (- ) 

وتقشدم فيا بل مزیتاً من الأفدلة عل كبفبة اعباء سےحات المماطق الستویة غن طبر بى 
التكامل . ۱ 
٠‏ مثال 00-970 

وعد السا للحصوية بن اللحتي هي * د س] = س وصور آنسینات والسنفیمين 


عن ا ۳ = FT‏ 


| لل س 
د متصلة بغم ساثة گی ]+ ۲۰] 


ذل دفيلة بلک مل عل | ۶۰ 15 


۳ 


7 ولح أب هر بعد شكل (۷۔-٤)‏ 


احسب المساحة الحصورة بين انی من * ۰ باس والستقیین س > ++ س د + رعور 
اسنات , 
"لآ الدالة ص غير مرجية في تن 
لئ هد 
إن ان.احة السددردة باقن 


سس = ۰+ یں * ۶ وت عور اسنات خي : عد ٤‏ 


اوس2 FESS‏ ال دم الماحختی ص = سم 


00ہ 


0 ۔. 
ف س اس ٩‏ س +۲1۸ 


عم 0 


مس أن إشارة عي غيارة عن [شارة سس × إشارۂ اس * ٦س‏ + ۸] 


ونعین إشارة سي (عل خط الاعداد 4 الا ني : 


کت و ۲ ۱ د مح 
7 5 8 ۱ 
ا 
٦‏ و گا اه 11 ساب 
شارة سي و 
8 1 
۱ و کچھ 
ا کرد تا تن 
SE‏ 
0 ۱ 
شارة س 3 7.٦‏ ج ا 


0 
میں > ہ لكل سس 3 [۰ ۲۸ يعني أنه > از لس ۱۳ س 
دک ہے ویں وت 


ص 2 > لکل س 2 ]٥٤٢‏ يعني أن : 


سی کے " باه 
7 1 آس "3س لعل ]دمن 
1 
>>[ ین ی سدع (ه - )٩‏ 
من (۷- 8ء اد .- رت 


گر ےت ہج 
یلا ب 


هر > 4 + 4 ار وسات هر بعة 


سے وع 


آوجد ساحة المنططثة اتحضررة ہین ای ۱ " ۸ 
ص 
١‏ 


۲ 


ہن ح ۸ س 


۲ 


ھی * س والستقنين من ٥ء‏ اس = ص, 


دہ س س الد لد لہ بل بل ساس ساس سا لاس 


رفس ان هی م س 
١‏ نس 
بأ أن اص 5 ۰ + ص, 5 + لکل س 3[ + ١‏ م > س کل الشكل إلا - ۷) فان 
الماسة المطلرية * هي الفرق بين نلساحا سس الراقعة تحت می والساحۃ سس الوافعة گت مر 


بن مشر ١١‏ 


سے لد هر ال ھی 
1 ۳ 


1 له سس ۰ إ'(س')ءس 


5 ذم -. ٢پ‏ ان اة 
> + ہدج س | اتید 
ج ۴٭ا سيدق هر بعل 
(-۱ ۱۵) 


آوجد مساح افنطقة المحصوية ہین اشوین : ۱۰ 
هی جرد ۲هي = ۹| ٣“‏ س ۸ 
٦‏ 


سر ظ 
1 
رسا غر تقاطع | لٌتحین لنجدہ : 


) 1 rf كك‎ 


شکون الساحة + 


یچ ۲ ٦٦[‏ > س )كس “ 7 


ی 


> ۱۳ ےہ ۴ - ۱۳ 
”کہا × ی لاب لت ٦‏ "تلد .۱ 


فوح نص تس 

ون ماس ۳ 

ہے 

انظر الشكل (۷- 18 

تلظ هنا آم اة اعلق الطلوية ناوي سا المتعلقة م اج د ناقماً سصاحة الخطقة 
”اب شف ورتا للساحۂ المطلوسة ناخ ق عر وللدالة لے تیدا خی دس < ١‏ دلوم د 
وثادالا الى قادح می * من پالرمز هر الہ يكون : 


ر = 


1 
سے 
يمير 
0 

با 

۱ 
1 
"سے 
ل 
ميد 
+ سک 


اهب مساحة 1 َضقة الرافعة بین المتحضين * 
0 


7 ےہ 1 1 سے ا 4+ 
لیے ہی اي 7٦‏ 


۷ 


کی كم 8 کن 


ره 
تاداس ما يلي : 


ل من الدالتین آلعرهین في نص التمرين دالة غير سالية 


1 پتقاطم متحي هاتين الدالتين في نقطتین تقابلان حم 


متي عن الممثلتين ل المعادلة 
کی بج + وج سى 1 


کټخ چ و رز 


أي في النقطتین (- ۰۶۰۲ (؟ ١‏ ؟) 

(۳) تاک من نت هي (س) كد [می) على [-۷۰۲] شكل ( ۱۱۰۸۷ 

[) الشکل التفریبی هر الشکل (۷ - ۱۰ المساعبة تلطسونة هي حاصل طرح عساحة 
المنطقة !ب د ١‏ دعن مساحة المنطتة ان ح هر د أي : 

مع إل ف س) سن - إا د س) ٹس × ال نے (من) “ دہ( سس 4اوس 

وبا أن الشكل معتاظر حول المسور س نان : 


0 یک 0۶ 2ص0 


سے 


احسب ساحة المعطقة الوائعة بن 


اپات : مس = جا ی عن = تا سو - چرس ١١]‏ 


ره 7 2 
ی یہ کا هو ظاحرل الكل (۷٭- )١١‏ 7 1 سم 


يمكن اعتبار النطقة التي ترید حساب اها مكونة من عتطشتين ؛ 


الأول : التعلفة بایفیع ۰1‏ آ رمساحنها ۱ 


الثانية : للتعلقة باهتة 1 0 و ]وا حي ˆ 


5 ج 
م > و (جاس > جنا )وس 7[ سس © جاس اع 
8 1 


پا مه پاتی اوجد مساحة النطقة المحدودة اند ۲ وور ا 
. اا 

خو تات والطفات اة 

انم 


كل متها : 
[1) ام = ٦س‏ +۳ : 
سض = داج 
(۲) صر = ۰۳ ۶ب سس 
د و یس 
۴ میک س ؟ س ٤ ٣‏ 
سرد 
۱ پا ۶ 
۱ ۱ 21 
| می -[س ٩۳‏ 
سی ۳ ۰ د 
پا < س = ها ۳ 
۱ گب 
ا > ا سې = 4 
س = - 5 
۱ ۱ تام 
) هن سن اس ۲ د ۳ 
سو ت و و 
0 ی جا کے ٣ی‏ = ۸ 0 سم غ ۳ 
عن ك ۰ ۲ 
۹چی دس - مول = 4 
لب ا كه س = ۱ ۴ 
۳ ۱ ۱ و 
۰ ) من ”۳ ”سس ۹ا 1 
سن 5ع 
)٠١(‏ ھی “اسه یت 
دك ل سن 
(۱۲) ص سس" : س = 
کڪ م 
(۱۳) هن ی اد نی 3 
5 وہ 
س << 5 


س سدح 
e eT‏ ۳9 5 
لج 
تلجدگنے ٹب تج دب و سب # 
+ سپ ۱ 3 و 
رو 
A‏ 3چ سن كاده میب ۷ 
0 
اا عن 8١‏ س ٢٢‏ 
س = ۶۴۱۷+یر > س امع س = ١‏ 


(1؟) أوجد نقط تنساطع النحتیین ص × -٦‏ س ھی = - بى لم أوجد ساحة المتفقة 
(۲۲ : أوجد مساحة انتطنة الحصورة بین التحنیین: میں © کس - سس 1 سن > ۳ نم مي . 


)٣(‏ ود مساحۂ المتطقة ٹلحصورۃ ہیں اجنین صں جا سا ص = جشاس 


3 
قا 


وایستتیمین من ¬ ٢وس‏ کے 
۲۵۶ ) اوجہفد مساحۃ الاطقضۃ آنحصررة ہین المنستين سی ٭ س۷ یں ٤‏ وإذا رسم 
الستقہم صر > افقسم الماحة المحصوية بین هدي النحیی إل اين مساريون. فا قبمة! ؟ 


(۲۶) اُوجد مساحة النطقة الحددة بالملجسوعتين : 


[ (س + ضن) : ص > می - ۲ مر" | 

[ اس ) صن) : س = س" ] 

. أوجد باستخدام النکامل مساحة مثلث قائم الزئوية طول غاعاته | وارتغاس ب‎ )٢ ٢ 

(۷) معادلة می هي : ص ۰ اس (۳ > س)" . إحسب سساحة المنطقة الملحصيرة بين 
هذا المنحنى والمحور السيني والمستقيمن الرأسيين اقارین بالتقطة العظمى الحلية والصغرى 


احلة 


ثانياً : تطبيقات عل الميكانيك : 
اوجذ السرعة والسارخ عند قيمة مه المعطاة (الوحدة المستشدمة الستیمت والتائة) 
ان ۲ چ ر" يداح ۷ ع 


ت لد ججلة سادیه بن السكون على خط مسشبم بحيث يكون تسارغها في نهاية زمی قدرة نه 
تاب يساوي ۱٩‏ ۱5 قدم/ ث". أرجت سرعتها بعد ۲ توان ثم أو جد إراسنها تي نهایه هذه المدة 


. لشت أن النشطة بدأت ترك عبد النسظة ب > صمغرا‎ ٠ لحل‎ ٠ 


سبق أن عرقنا أن السرعة = سشفة الإزاسة بالنسیة للزمن؛ والصارع = مشتقة السرعة 
بالنسپذ نلزی. 


إذن : ف * | دی ٠‏ س5 إن به 

إذك جدود التکاعل من ع صفر[ إلى ند ۴۴ ف یتیب 

چ ارہد رر ءي = 1 مب - ٦‏ | ند و هه 
د رں “ی وب ES‏ ” 


ہدوہ و سر ۷۷ ع ۲ هرما م اة 


کہا أن ف -[؟ إ٦‏ یه ده باون عد ۱۹ 71 به دنه - را ںہ 


= کی1 : 2 ۔ یف ٣‏ ابه و 
Ha E] ۱ E‏ 
تو ہہ یت 1 


< صفرا لفثر ذلك) 


تخر جسیم على خط مستقیم حسب الفانون ع أيه ! دو یه ۷ ۲ حیت غ | مح 
وم کت سے ارجا از اجه سے سا اہ = يرأ إلى ے اتا 1ا ۔ 


لل ٠‏ تلم أت الا احة تكامل السرعة 


ف لاہ اع (د) مب 
20ە7- و ا هي ۹۹۹ب 
إذن فال دج زيب" ع ددم )بى 
ہپ ا ی دی سه ڑا + ٢ا‏ اع 


۳ 0 1 
reas fe 


۳إ [E‏ - د | ا 


ہر — ۱۷ + [ijt‏ > ۲۰۰ دم 


قاریےۓ ۰۷ ) 


(۱) بسحرب جسيم في خط مستقيم وکالت سرعته ع عند آي لحظة نہ تعطی بانعبادلبة 
اع عن - ۲ فاوجد إزاحة الاسم شلال القترة من ہ = ۲ إلى د تاه 

٩‏ بحرا جسم من السكون فی خط مستقیم حسب القائون بش (د) > ن - ٢‏ حیث ت 

(بت) مل المسارع بالقدم | ث ٢۔‏ أوجہد سرعة اسم من ده ؟ إلى د = ۴ ٹم أرجد 
ززاسته خلال هله الفحرة 

(۲) يتحول جسیم من السکون فى خد مسدقیم وکان تسارعه عند أي شا ن صطلی 
بالمعادلة نت = ؟ با إذا كانس نہ ے صفر هى لحظة بدء اح کڈ فارجد سرعته بعد و 
لوآن من بده محر کته لم آوجد إزاحة اليم بحل ۲ لأنية سن بد جر کنه. 

)٤(‏ تنج ل تخطة عادية من السکون على خط مستتيم بحیث یکون تارعها في تهاية زمن 
قدرہ ن ثائبة يساوي ان - مہ-48 قدمرث؟. أوجد سرعتها بعد ۵ لوان ثم 


أوجد إزاحتها خلال هفه ائدة. 


- ۲ إيجاد حجوم الأجسام الدورانية 


زا داريث منطقة مسحريية دورة امل حول مسظیم ثابث في مسصوبہا فان الجسم الناشی؛ عن 
الدوران يسمى حسيا دای + وبسمی انق الثابت عور اوران والرسمم الإتاايية بالشکل 
(۷- ۱۸) تبون يعض الأجيسام الدورائية» رفيا يلي سنقم ريف حاب حجوم الأجسام 
الذورانة بواسعلة تخاس المح ذه + وسسععین في ذلك به‌عدرسات الطالب عي حجم الاسطوانة 
الدائرية لطقائية التي طول نصف فهر قاعدتہا نی وارتققاعها ا فیکوں حجمها - ط نیش 

۱ 7 ۱ 


آئاد 
اک 
نال 
لا 
لما 
لا 
ل_ 
ات 
لت 
۳ 
" 
5 


اسطوانة دائرية قائمة مخروط دائري قائم خروط دائري قائم ناقص 


شكل (۱۸-۷) 
حجم الجسم الدوراني : 
لتکن د دالة متصلة وشم سالیة في [٤ء‏ س] . في الشكل (۲ - ۱۹)) تفي أن النطقة الواقعه 


توت د ووي ات مد دارث دورة كمنه حول الور السيق ‏ : خولدحت سے دورانا دا عن 


العطرقين ' اب بدالريين ععودیتین عل السيور السيني - )ذا كات ے بسياري الحم تلام عى 
حوران المنطقة المسعمور: ہین متستي الدالة د (س] رعور السسنات والستقیمین 9 
ا 5 
درية كاملة حول حور السپتات إن هف 
]جم یی ہاٹقانون : 
گر ج بط ۱ جن تک رج یہ 
اران غي مطلرب) 
تن 


آوجد سجم اخسم التاشیٰ من دووات المتطقة الستر ية الرائعة تحت اللي ص ” د لس ) ت 


جعا س وفوق [ * ۰ 5 ] دورة کاملة حول ور السيناءت ۔ 


15 
5 3 
کا 11ح چتاا من کس 5 
٦‏ 1 7 
- ےط 5 = ۱ 1 


ب شکل :40 


أوجد اخجم التاشی من فورات المنطقة ٹلحصورۃ بر اشحئیت يس ص ^ من حول 
حور انسینات 


ال 

نوجد نقط تقاطم المتحتيين من = اس ع مي د س ج باس * س 
آي أن س + س جچس < م ^ - 

اذل ى زس - پر ۰ ۰ 
رالتاي فاد س × + آوس = ۱ 

۳ ا مي : 

۰۰ ۱۱۱(۰۱۰) کیان لل ۰/۱ 
الحيجم المطئوب > 


: اچم اك شی هن دوران التطقة الوائعة حت متهي الدالد 


شکل ڑ 4۲۱۸۷ 


سس = ۷اس ولوق [۰: ۱ ] “ [ حسم اسم الاشین من دوران متطلفة الواقعة تحت 
م “ بی" وقوق [ 1١٠١‏ | 


جال ا مو وين | س ات 


= من ل ضس 


سلستفید من القانون (۷ - ۷) لإعياد حجوم بعض الالال الدورائبةء وذلك في الاب 
النامی ایند ة الفرافة؟ . 


غارین (۷ - ۳( 
ق كل عايل أو جين جم اسم اتوید من دورات النطفة المسدودة بمتحيات العدوال 


:عبش انت یج دررة امه حول انحور الہ : 


)١(‏ ص © ۳“ س 8 ت ٤‏ س 
() سی = + و + یں ٦٢‏ + = 

]من > اس - س E‏ کت 
)ص > س' ۴ ؛ 7 0 کک 
)٥(‏ ص٤٥‏ سا و یدح + س- ٩‏ 
ا 2 اع س و صي ےم 

(۷) هی ٭ س ہا مر -5 

(8) هر > ۲ +س' ۾ ضر ” 5 

اا سس اام 

ڑھ 1 نی + جى * ۲ ا سرع 4 هر < 

)!١(‏ سی = جاس + ہك خے یٹ + ج ہی ےط 


)١١(‏ ص ٭ سس 2 ف ڈو ہے 
(ه۱) می = اس 4 را ہے 


(۱) احسب حجم الاسم امول اس درراب الولف الحصورۂ بین الاخنبییٰ 2 چا یں 
ص* سس حول عور السيئات. ۔ 
0 


(19) اوج سيجم اسم السانج عن دوران المتطقة تفت المع ی م س وفيق زب ب 
حجم اخسم اتساج هن دوب الحا ص + 0 وفرق 1 اه ؟. 


سرا 


EE‏ ثاملة حول حور یالکو 


[۸۱) اوجد حجن الجسم التاتم من دوران اشتطنة الرائعة تحت سحلي الدالة ص = جٹاس 


رفوفی_- 7پ ا ١‏ ] دورة کاملة حول حور السيتات . 


۷- ۳ مشتقات الدوال الأسية واللوغاريتمية وتكاملها 

سبق لك ؛ في لصف الأول الشتنوي, دراسة کل من لاسس والسوغار يتات وتصواحها؛ كيا 
تمرفت على كل من الدالة اسب والدالة تلوغريتمية : ورسمت بي كل منهي ؛ وقد كما 
بصراجعة فيا من خلال التصريفين (۳ - ۶+ (؟ - ۳) والأشكال (۲ - ۳۸۰6۱۱ - ۱۷ 
(14-9) عن اشن الأول من هذا الکتاب وقد رأيت آله إدا كان !3 + ^ [۱) قن : 

صن لو س چ س ۲۰ وعی السلاقۃ (۳ ۰ )من الاب العالك من الیزہ الأول آنقب 
اذكو ۱ 

من ہین الدوال الأسيّة واللوغار يتمية هناك حالة ذاث أعمبة بالغة بالنسبة للتطیقات: هي 


تلك التي أساسها العدد © وهو الُعدد ا حقیقی غير النسبي : 


0 1 
4 7 ا و 1 E‏ | اش 32 3 
09 کر ا سے 


الشکل (* ۸۰ ؟ الذي سیق للف الف عليه فى اتساب اثالث سس سا تا 
ہی ا : 
لله سس 


ذا لى يكن هناك لبس فان ذلو س) نكتبها ألو سن ) ع إلا فانتانشت 2 ي عوضمعھا۔ 


تذكر قواحد اللوعارينيت ثم اتب ما نساويه كل من العبارات اة : 


?)لوا = [؟) لو ۱ ,س حم 

"It‏ + ( 4۶ ای f‏ ند (۵) لیس 
اک لو مره - الى بت 

(۸) لو !1+ ماع 5 

مثال 08-7 

اثبت ]د لعن ذار ےڈ را ام سی 

ال فساق: 


7 5 7 یہ 
بض هر لوس فی سی ا [۱) حسب تھ ی ! غاریٹم 
لواد کرادت جم ھا )٢(_‏ حسب تعريف اللیفاریم 


من 1١1‏ !۲ ] ہچ بر شوخ وھ 


لیب 
سن برک ص 
مت لو ي دلو مس لو و ۹) 


يمكن أن : تساج من رپ - ۹ 


لر س * لی س > لوا [۷- ۱۰ 


بو 


نظرية (۷- )١‏ 
إذا کات ی * ثواس اڑب 


1 . 
کت ([۷- )٦٦‏ 
اس 


لاس 


اھ کر جک ویفرض ۸ مر = ھ 


۲ عر 
” لو انا ۲ 
ار 
<لوزرع ‏ ۱ 
۳ 
َِ 1 ۱ 1 
یو ود کے سا ا جو یسا 
لو 
0 ۳ 
< س ,اسل تر( دب e‏ 
ےر ڈگ (el)‏ 
۱ 5 
ہے 5 إلا ؟) 


سه 5 لو ا = ات +۲ 
بد 
نتائج 0 -5): 
2 یی ا اتسلسل : 
0 4 ۲ - 3 5 5 ف 3 7 
مس سپ ٩٩‏ = سس پل ری 
EE‏ (۷ - ۲ 
٦‏ 
15 إذا كان صر = لو سي ناف لسك > سس كي 
ہے ۳ 
ڈالہعان مترولد تیا - اسخقد سن ( پجح ۰ 1 Û‏ 
۳ ۲ 
Ty‏ اذا لب میں 2 بو د لس قات ۳ د اساي 7 اذا ٩‏ 
اس داس) نوا 
ا 5ن می = تج در تہ 


0 5 5 r o. می‎ a 
فاب رس | > سن : ویکوٹ ص + لو ی ننا ی © ع‎ ١ > ذا کات س‎ 6 


بدا کان سے < ١‏ في 2 


جد 


سوب وکوک على - س 


وجل مشتقاات اندوال ات : 


4۲ (سی) * لو س" + 1) (ب) د(س) - لو اس + ؟ فى ۱۰2۵ 


اح دزی ) ٭ لو س ۹ وس + 79 (د) د (س) > لي :٦س‏ ۳ 


)3 اس پ2 


0 + ای م 


e 20‏ ج لو اس + | 


كت ہیی 


اد (س) ٭ لو از لاس ۰ (ذس ۲ 113 


*ہ لہ ی( سے ¢ + etfal‏ + م) 
2 8 0 5 
دس ٩ TTT‏ 
1 4 سس + ۲ 
وى سا سس 3۰ د ہے تا تسس سا ی پر کے 
ےج تو 
۱ 
اوت کر ہس سد ی 


ہی I‏ نس - منوج 


. الماش‎ ] ٩ ¬ ۷۶ اود عمال الدكلة د سإ في لعقرة ذم ) من امال‎ )١( 


[ وازں ین حال الدالتين هی ˆ توس ص ۳ ۲ توس 


۷ 


(۳) أرجد المسبال لکل من الدوال للأتية لم ومد ا شتقۂ: 


۱ جو 
()د میا د اگ وہ ڈیا د اس = و جٹا إ۴ س 
الجا د ؤس! - لر اس - ۳ اداد نس اع لى ٣(‏ یس" ٣‏ ۲ 


42 وجد مطئقة إلدائة ع اند لیے ٣‏ سس*؟ + ۳۷۲ 


مه مه مه 5 بن 
مشتقة الدالة الأسية : 


نظرية (۷ - ۲) 
ذا كانت هي = م” ای لے و۷ ٤‏ ) 


7 ۳۴ 
عبس ۱ 
عق حت > سی ۷ - 1۱۲ 
ہے ١‏ 
27 میں ٦‏ می 
جم من حم 


نتيحة (۷ - ۳) : 


۲ ۲ ہہ ایی 4 ۔ 8 
ج اعد التسلسل : ادا كانت مر ۳ انب من = درس ۷۶ - 4۱۵ 


لحب ب في کل من اخالات الأثبة : 


وص تم اما فى لو 


اس 


چام = )ص م 
وھ سس یئ کرس ۳ e‏ 


1 


رن و ۲ ۳ ۲ 


٦س‎ 7 


دسج ۱ امن و <سں'-۔س' 2ط“ ۳۱+ ٣سا‏ 


3 اا ی 
(ع) سض دم لا کی ادلم جتا لأس 
3 بكيم ہت 
ارد جات نم × امن توس ع “تر کا ری الس 
رت 


(+ لو س). 
07 


(۱) لكل سی =2 فا س = 206 (۷- 1 
۳ 
الرھان : یقرضی ص - © 12( 


وبا أن الدالة اللوغار بتمية تقایل ) 

اد هن > سر ۱۳1 

من (۲(۰۱) نجد سب ي 

() فا كانت می !إن التق ۶< ہوا 


انيراك من تعریف اللرغاريتم فبك : 


لو سس > س 
جار من > سن. أو ! راتاق !این : 
سے ۲ : 
سب جا 3 جم = 7= لی 
"ری سر > یس تو لو 
۳ سے لر 
yu ¥} ۴۷ Hi} = "tir‏ 


: نذكر قراعد الأسس وأكمل العيارات الأنية‎ )١( 
u Tx If عه‎ |٣ - !۷|[ 


1 3 


( ج الما[ - (ئ اعد 


eT‏ 5 0 “5 وان 


یت٠‏ حو 
(۲) جد 2 (س) لکل ھا يأي : 
()د(س) م ڈوو وت چو رو 
(ج)د (س) = جا ع ) 
ذا كانت فى ٣ع‏ ” تأوجد ص + ض + میں 


۲ -س 5 < سں۔ 
جا لع و کس لسع ۱> 


وو 


سا من + صن اط جم "ع جع "ع يس 


کار ۷ ب ) 


۱ - للتيارين من 411[ 2١97‏ اوحد الدائة الشتقه : 


((] سن س لومي (۲] فى - جناس + لوس 
زاس داس لو س (4] س > (س + )٢‏ لوس 
(*) ص > لو س" )مي لو اس * اس) 


(۷) هن = لو (سي - اس + د) لاص - لوالو س) 

(4)ص * من لو سا )۱١[‏ ص ٭ وس" +۴ )ا لر اس + ۲سن) 
4۱۱۱ می > لو زمس' * ۱" (۱۲) سس ETN y=‏ 

(۱۳) هر لیس" | الوس (۱6)ص حلي تم 

(18) ص > رس دلو )١١(‏ ص > لظا ۲ س 

3 من = أو (ظتاس*") () ص = جا لر #س4 

۹ صن > لو (لو تا ٦س)‏ 


۲ - ف التبارین من (۷ 4 إلى (۲۴) أوحد ائدالة اة : 


(۱) ۳ س چ بح 
هرا ع چاس 05 جام“ 
۷۶ء ” جتاس وه اوسن عوب له ب د عي. 


وم س كب کا ۱ 
(۹] ساس مرا کو جج ہت 4 نيا كس ہے 
1 
زب [۱) ۳۱۰ 4۱ لع" - “E‏ 


[ه ۱ ۱ موس چپ چ مس ( ۱ ۷ب سم 5 سے و3 (۷:] م لو اسي" 4 + 31 
رم و ٤ب‏ ۶ 


۱ سس پلیہ ۲ كدعوا و ماع 
ڑ۹ 1۳ پر _ ااج +؟ (۲۲ نی ترآ ده[ 


ع و جل سس رود لني تمق امسادلة : 


الدالة الأصلية للدالة الأسية : 
(۱) وجدت أل مات الدناة من <۶“ اعرف عل2 هي الدالة مر = ۲" اة على غ 


57 


ایشا 
۳ 5 ۱ ۱ سب 
فا غاد الدالة الآصلية ٹلدالڈ سی = ع أ ء نعي عي تالق 5 هشتقنها هي الدالة هي = 4 
تسد أماع دم ٢ث‏ حجیٹ ت عداد ایت تفي ٩‏ لع = 4 دا ادس 
رتب :> آ چ تس حسم + ثي }+ - 11% 


7 
ےبد ك۷ ےت ث١‏ 3 


]نا أن 5 و مد و رس چس 


E 


0-7 جا 
د اسا = ع داك یی 41 


۳ 1 


75 1 س 
عنس = ج م + بت تما ۷ ( ۰ ۳ 
ارحد أ اھت بات شر بی 
- ۳ 1 رت ۱ 3 
دہ ار ری ہد E O‏ 
ج مس مسج 
۳ ای با 1 وا دن 


ا۲اہ سد و د ۲) من (۷- ٠٢‏ 


إذنت 1 7۳ انى =[ 0.0 


- کے 7 i‏ اس 
کیل اي 1 
"ی رود ۲ ۰ 


يد مسج رديه ×۷ 


(4 من العام (۷-- 4۲ الفثرة (5] +473 


اس4 ید 
الدالة الب لية للدالة من الشکل ص ۳ و 


ت جو کو ات ی 


[۱) رآیت من قبل أن مشتق الدالة ص = نوس ]دس 3 2" 
۷ 
ہو یں = س 
٣‏ 
۵9 سل مس < لوامی دت زب - {tT‏ 
ید 
(۴) ربالشیاس إل ذلك فان + 


5 ۱ 
زیر ۱ رس +رإ+ ت 


و شض ع شد »* 1 


| 1 
وبالتال لآ سس هی حم لوح س ٤+‏ ت ¥“ re‏ 
١‏ ست سے 3 ےا 


لآب بقمه بط الکسر عل مقامه لمعف : 


دس +۳ ۱۳ 
سے E‏ 
عن ۲ و 
کا سے ۳ 
میں نف ی وو ۴ پچ دس 
زس فی .چو 
پا 


نتیحة (۷ - ۷) : 


د سح تدان )یج إم عجريام ا نا اس 
غرفي ٭ + جا اس د اس ات 7 یا 

لعجا س بن اثشکل د س 
رعلي إن الدالة 8 س کو 


۳ 

0 - سض 3 اس لم ڑچ ا“ چا و + لس 

أي آن ۱ 7 دس 0 ار 
3+ سیا ۱ ب ۳ 


۳ ا 5 
HER _ ۱ ۹۳ 3 :‏ ۱ 1 
ااي اي چو یت لو١]‏ * الو" 


ویمکن الول على قيعة صددية امتزبة4 لهذا للاي بالات الل بج دلول التوغار یمات 


الملیسیة أو ال العامة دصل على لو ہر شس TNA gv‏ 


وک 3 وہ - 0 
ا کت [لووس - 14 | نتیجة (۷ 1۳۰ 
-ار !- ٩۱‏ لر|- "| 
لور ۲ لو ۳ 

= ۔لر ۲ 


"ره 


شکل (۷- ۲۲) 


فق ده تة مع تفس اخ اسي باتک مل تلد ماه اد ني نتسسة صد؟ 
لكاب --. اة المظلنه 1 تشن ۷۶ - ات 


سن الا ل 
*لو؟ “لو 4 لو ۲ -لو(۷)' 


و - ٣لو‏ = بو ؟ 


r۴ 


أوجد مساحة النطقة الواقعة تحت الماحنى من حع وفوق  IT;‏ 


لشق س 3 5 ا #8 2 ٠ > ٠‏ وبالسالي فإن المتحني یقم قوق شور السبنات والنطفسة لتطلوب 
حساب مساحتها نوق محور E:‏ اال المساحة الطلوعة 


38 


تمارين(/ا- ه) 


في کل مما يني اوحد دالة اصلیة لکل من الدوال المذكوية : 


7 2 
کے سمح لا ھک 1 کرت + 5 سی 1 ۳ تم 
5 پا 1 
E fT}‏ اس اون ءس *. 

١# س٦‎ ۳۰ سض‎ 

5 و جک ہہ و سس ور وس کت 

رد جو اس نا 
صب التکامالات الأة > 
5 1 0 أو 
9 تج سد )۸ 1 مت تس 

پنے٢‎ ے٣‎ ١ ی‎ 1 
a 1 3 ۱ ۹) 

٦ 0 3 5‏ "4 چ9 اجام 7 

با 

۲1 سے حا ۳ 

(۱1) نی نٹ اس و ون 
سي ٢‏ جقاس سي " چتاس ا 
۱ کس + ت 
۱۱۳3 1 رونت نا رر ای 
3 

mT + تھوس+۲](س‎ ٣ 
: ا سر" فأوجى‎ r~ 4ا کات ص‎ 
اہ ی‎ 
جو (ب) | عي ؛ س‎ 


في التہارین من )١5(‏ إلى (۱۸) أوجد دالة أصصنية مقابلة للدوال المذكورة : 


ای 1 م 
م کر جنک ری یج 


ب 


زو( ئگ ماين 
تد 


احسب انتكاملات اٹعالیا : 


مود خسن 
1 
(۴۱) 1 * ءس وو رہ 
ب 
{TT}‏ 1 3 دس TEE‏ یو ۲ 
(ڑھ1) إ س "٣×‏ اس tT‏ ۰ 
یں 


08 پی-٣ضسپِس-ِ:_ٗ‪ََّٗكس++++++ ‏ ا|‌ ‏ 3-,-,.,پپی>4.,.,“؟ٹت۶9بَ‪ئۃپب““ 
تمارين عامة 
احسپ المساحة اتحدودة بيات الآئية : 
1 یں = لاعن اضر ٭ -می ای - الاس =4 
[ 7 س س" + وص > ج 
(۲) مي > سن" عن ٤٤‏ س 
4 فی ٭ س٤‏ ص ۳٣‏ سن س +ا میں د ۽ 
(18 او المباحة اللحصورۃ بين متحني الدالة صن > إن + "١‏ 
واشتتییین س < -؟ اس ١ ١‏ 
() تحب الساحة المحصورة بالدالتین من ٦٦‏ ۴ س': ع د ۳ س 
في الغترة [۰ . ]٦‏ 
لحب انیم البات من دوران المنطقة الحدودة باللنسنيات العطاد حول عبر السينات. 
(۷) ص > يي وس > :س د ٣دص‏ ». 
(۸) سس > باس می ۶ سد 
(8] مس "اس + س ۸ “س 


( ۱۰ص ہی : ص اس م" 


r 


سن شظم 


زج 


ارجند مشتقة الدوال الأتية : 


اس دس 77 سے ۱۱ + 6 mF‏ وی 
۱ ۳ سر *۹ 
زه الس ٭ اط وو شا تس ام 


اج الک ملات الا نی : 


1 ؟ + سی 
9 :1س — 
"۱ 7 سے -۲ 
HA‏ ا تتفل اف 
کپ ۳۳۵ 
ي اس 
را حا 
* لب ۳۰ 
۳۰ ات دص 
0 یر سب و ند 
(۲۰) إذا كانت صر 5 + © قاوجد: (1) سس 


س ای ب 


ي 


1 - 
firr‏ 0-6 57 
چا ب و 
۱ الك 
ا ةك سن و و 
 > 9‏ موس 


45537ب حا د ملك قاب را سو :ج مب ؟ سم و |ح واه ۷ سم 


ترسم آلدائرئی اب اسم 1 | لن ۷ سم ۰ سم شرسم من . مسنفیا مسوا لا خی 
سطع اخثلث ب ج ده ققطم الدائرة الأولى في ط وناشانیۃ في ا وایکن س قاس الراوية 

۰" ۶ 0 1 
سب گا سى و لثیت 

(۱) عق س یکو إط := ۲ ۴۷ سم. 

عرقي © ۰ © السفطین القائمين لاس : حا : عل ط باتیب ؛ هین س لكي 
تکون مساحة شبہ ارق س © ”7ح أعظم ما ہمکن. 

(ح) إا کت اداه می " ۵د(ی) مت ماد شب اسف الذكور» شارسم !نتحنی 


ثيباني السٹل غذہ الداله (مع تسب اشطوات». 


(: 4 اسب انسطح !تخل الاسر ہی !لي الذي جب فضي ال ےنات و و اأصانات. 


الهندسة الفراغية (۲) 


۱-۸ کثبرات الوجوه النشور. 
۲-۸ مسلیات ا حجم » حجم النشور. 
۳-۸ اطرم . 

٤ - 8‏ الأسطوانة والخروط. 

4 الكرة” 


-191- 


|۸ كثيرات الوجوه. المنشور 

3 يسمى آي حير ي الضراغ عدود بسطح أو عده سعضوح تیا ور بسمی الجسم كثير وجوه [ذا 
كانت كل السطوح التي یله مستوية وق هذه الحالة تسم هذه انستویات وجوها والستقییات 
التي تتفاطم فيه أحرفا. اس تقاط تصاطع الأحرف فتستی الرءوس . آي قطمة مستقيمة تصل 


ہیں :سین ف وحهن لین سمی قطن 


۱ ۳ 
تم ENES‏ ل ۲ 
۱ 


کٹ وجرہ 
شکل( 4۱-۸ 


ك سک ۸ے ۱ سم کل ألو جو والاحرف جاروس رالاقطاں 


اید جعت لاد عل تلق تيمت وود بالات أوجهها ا میرگ شن کی اأ جود دی 
الأربعة رجوہ أودي اسب وھکذا: لأبسطها عا ڈو الأربعة وجرہ۔ 

کی ائشکل ذه 11/۲ لطع ع السٹری ہہ خاطۃ امقام المستديب اب ح۶ ھ رايم ل 
میت ل سم . کیل أف سكت هذى الغطعة (والمضاع بلذي ذه سا ما ہاتجاہ الستفیم 
ل موازیة لتعسها. لملك تتاحط نك باه العملبة قد غیت حيرا من ااضراغ بشعله تٹبر وجوه 
يمير با نأتي : 

(۱] فه وجهان مضنعان عطاقت و يقمان في ستربین متوازبین. 


7 


رگ 


)٢(‏ مل سن الأو جه الباقية منوازی أضلاع 


يسكى كثير الوجوه منشورا لو موٹسورا) إذا سفق الشرطین (۱)ء (۲) السابقين الوجهان 
المنطائقان سمؤيان قاعدي نششور وتسکی الاوجه الباقية أوجها جاتبية . المستقبيات اي تقاطم 
عند ها الأرسه لطابية تسمى ات ويسكى البعد العصودي مین مستوبي لقاعدتوي 
ارتماع ا نشور 
تسا 

(41 سم القاعدتین والاوجه تایه والأحيف احائیة في الشکل (۸ - )٢‏ ب ء 

(؟) عل تتوازی جيم حرف المبايية في النشور ؟ 

(4۳ هل متساوی أطوال جميع الالحرفب الجادية في الشور ؟ 

یستی اللشور ات إذ! قاست أحرنه اخاببية تعامد الماعدتین و إلا شني سانا . في اننشور 
القائم پکون الوسه اللباني عل هیته عستطیل ۔ 

بستى النشور متظا إذا كان قاتا وكانت فاعدنه مصلا محف . تصلفي اظٹاشر بحسب 
شکل الشاصدة بیسقی النشور ثلائياً أو رماعیا أو خاسیاًوعکدا إذا کائب قاعدته على شکل 


تخل ۽ اوریاعی ۔ أي خماسی ا مخ ۔ 


يسكى النشور ععرازیی لسطرح إن کان رباعيا رکانت قاهدته متوازي اضلاع ر بسحي ستوازي 
1 لمطرح ا ای ت1 ا تد اذا خاب اپ + گا ے قاعاۃہے سا ھا اه الڑھ۔۔ او و محرا رصي 


و ظا ت یو رولك مسار يه اٹطول . 
به 


متوازي مستطیلات 


)٤ - 8( شكل‎ 


کے 3 5 r.‏ 1 ا 5 ۳ 7 1‘ ٦ ٦ r‏ 3-5 
مه وكات اتيك وا على حد. الالح فب اشانبية فارے يعاد ياتي الشف 
ا ية ۵1: ؟) و بسمي القطع دند مقطى قابا 


۳ ۳ 
بسمی كن عنها اتسوا بای - 


شكل (8 - ه) 


إا قطع منشرر بمستو يراذي أحد أحرفه الخائية قا هر شكل القطم النانج ؟ 


نظریة (۱-۸) 


إذا قم منشور ہمسشویات مشرازية نقطع جیع الأحرف الحانية » فان القاطم الناتیة 


حصا مدا على وضرح العرض ستقوم بافزاض النشبر خاسیاء (غیر أن الرهاذ قائم مهما کان 


العطیات : 
ابس ج ۽ ھآ هادف متطعان 


لنملشور بمستوبی مار بحن الطلوب اشائھ: تسابق امضلعين 


ع سا اس 


آ ی سر ر چ وات ده 
البرهان : AAT‏ ماع اه هاه أا 
ماز بان فک وجه جاني سيقطعههما لی عستقيمين 


ستواز ب راه ات 0 أ وی 8 ی 


THEE حر تون وچ ام زد ان‎ ES 
+ ہت عد و ۽‎ 
۶ وی إن الاحرف إليائية للسٹور وة يعرم کل من أ س ب ہبی حم حر با لب‎ )۲( 
۱ بای ور 1]ھ مراد الک‎ 
وج اء ف شض و و و اف متوازی الالام‎ 


ڑج ادام + کی 7 EBE‏ 5 
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لذن ۱۱۸۳۶ با آنا | عبت | نی 


ہو کت 


س 
- 


كذلك 48یا أن ؟ ب بات ا ہے ×۔ ت02 قاط ات سے = أت عو :۰ 


5-5 لد 
بات ۵۶ ب = رز ای و نس دع او ون وه ؟- وهآ 


a‏ د 
۳ ۳ 
1 


ھ ام = ق ده 


[دت 483 المشستعال ماغات . 


نتیحة (۸ - ۱) 
عع ا 8اطع ۲9 او ۳ ملا 3 
الرمان : 
ڑا تقاط تایه نج من ست جات تحامد اف وش تھی یسا متوازية ۳ 


(؟4 س نظریة (۸۔ ۱) هذه المغاطع متطابقة 


تعر ب ڑ۸ ۹) 


اتائبیق , 


المساحة الكل (أر اة السعلح الكل )المتشور می موم ماه الخائييية 


ارم 


تی اه 5 


نظریة (۸. 4# 


العطیات : 
ایح ره أب رھ منشررہ م ند نز ف ط مقطع قائم قیطه ح ‏ طول الحرقب 


المطلوب إثباته : 
ماو اقح الحا تابي خ× ي 
الرهان : 

( ات كر مترازي ملاع 

یه (م JIT‏ ]$ 

51 اجه اليس بت بآ 

هي م ۳| 3١|»‏ | اي امم »“ ي 


باڈتل 53 م اح ال وج نے سے سی و | 5 


باهذ بب و عا رد 
یا اوه > ش ۵ - يف طا ی 
نساحم اليج هر :ال © ظط 37 ۳ 
إذن (1) ماع الع الاني < لأأم + ٥‏ و [+ إز فلج ]ف ط إء إه مإ) اي 
8ع ہے کچ 
1 بها آن جبع بلاطم العسودية متطابفة» عن تتفي اقلا با ٹر مقطم عمودي 
۳ كذلك بعدیل راقم تم ا حصول على برها لو نم یکین اللو اسیا کیا ا نام 


طلا 


ملحوظة (۱-۸) 
المساحة الجانية شور قالم تساوي حاصل ضرب یط القاعدة في الارتفاع 


احسب الساحط اطاتية شور سائل طول صرفه اخانبي ۱۶ سم ومقطعبه القائم صرتع 
مساحته ۱ ۱۲ سم" . إذا كانت ماحة ا شور الكلية ۱٩۱‏ سم فیا مساحة نماعدتہ ؟ 
ال 
() مساحة ان رہم = ڑالضلع)'۔ 
ر - 


وحیط المقطم 'لقائم ٤٤1۹: ٤‏ سم 
إذت (۲) للساحة اخائہة < 18 ۸ ٩۱‏ = ۱۱ سم" 
قدنف (۳) دا کاٹ * هی مسا القاعد: 


وان 595-355 + م 


2 ۳ 
کی 5 7٦‏ 
رشان زج ع ت دارا د٤ۃ‏ سم 


احسب المساحة الجائية والكلية نشور ثلائی مننظم ارثفاعه 7 أسم وطول ضلع قاعائه 


۹س 


1 با أن نش مقلم فهو قان 
+8 4 خبط اعا سی ع ار تا 8 "سم 


اتب ۳ لئے سا لے - ۲۴ ع ۱۳ > ولیم 


([ یا أن القاعدة مث مسطابق لاضلاع 


ان ارقاتها ات ۶ لع جا ۲ ہم × بات اخ ۷ سم 
0 


خی ۸ 3 


١ 8‏ وس م 
9 اة 91 س ا ہر یه ۳ 59 ٦ء‏ سد 
٢ ۳‏ 


> ۳۴ (۹ ۲ ۲۷ سم 


الشکل (۸ ۱۰۰ بیئن منسور انم تاقص قاعدت» مریم طول تسلعه "سیم , لذا كان طول 
کل عن ایی 5511711 ] ٦٦س‏ عوطس كل می "رفن أب ب ) : ڑھ ع 1 ڈسیا 
اب الا عد الخ 9 
[41إذااععريا اس ت آ وت د ج + این 
تسم الشکل مورا فاليا نع ليل حرف اخجانہی “سم 
ےد پچ - 0 


ا عليه مھ ملصرطے 


(*] ارسم بت ]٤‏ 3 17 تفع کے |۱|> و نے و !> دنم 
)٣(‏ س ظریة فیٹاغورس + ]ام ح٦‏ 1 ۰'۸ ۱۰۰ بعت لے اسم 

دن 1 كقبط تفج ۵ با > VT‏ ا ےھ ۳٣۴‏ سم 

۰ 183 لاح تانق د ۱۹١ = ٦۶ “٢‏ سم 

( ] ماحة كي السرف 0 3 AT‏ ع ماسم" 

إذن (۷) للاح اللي ع ۱۹۷ + ×٦‏ ۸خ اة اسم" 


احسب ماه ییاه نشوز سناسی ستظم نيتقاضه * اسم ولول ملع فاعنڑھ سه 


شقل ۸ 4۱ 


0 333333030033333 
ند 


۲ ) خط العاعلج 7 × ٦ت‏ با سم 

۲ 0 ۱ ت 2 ہچ = 

لان اس اح الات سج ہے 14 ۶ ۲ - N‏ 

٩‏ ساحة الشاحدة = ١‏ مساحة کہ ۲ وه 

(8)لرتشاع که ٣‏ وھ عن ]> ۳ ظا ٦٦۹ھ‏ ۳ ۷ سم 
1 55 


ادن 13 ) ماه مروروم - ک * ٭ ۷ ےچ سم 
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للا مساحة القاعددے 214 ۳۷ سم 
و (۸٤آا۔ساحة‏ الكلية > ۷۲۰۱+ ۵٥×٢‏ ۲۷ سم" 


۷٣ ۲ ۷۰( =‏ سم" 


)١ -8( مارین‎ 

() کم وجها جانيها قي المنشور: ۱ ! ) الثلائي (س) ال باعي (ھ) لاسي ؟ 

1 إذا کان في النشور وجهان جانییان متجاوران مستطیلان فاثست أن التشرر تمائم . 

(۳) احسب مسا حذ فلضلعات المتعظبة ا تالیة پدلالڈ طول لمي : 

([1) الثلاني (ب) لياس , (ح) السدامي , 4) شيافي. 

(5) اسب الساحے الخبانيية واتكلية نشور خاسی متتل طول قلع شاع ته ۰ سم 
وارتفاعةه ٣‏ ۲ سم . 

(۵) منشور ثلاٹی عائل طول حرفه اغالبي "سم وفاعدته مثنث آضبلاعه ۲۳ سم 1 سم 
#ممم . دا كانت مساحته انکلی؛ ۰ ۲۸ سم فکم خط مقعلعه الاثم 


مايه اللي ۲ 
(۷) :حسب المياصة ا لحانب والكلية نشور ثا منتظم طول ضلع فاعدته ”اسم وحرفه 
الخانبي * سیم ۳ 


(۸] س ج آنه < منشور شلالي سائل فيه الوجه اح حا مرمع طول ضلمه "سم . إا 


ا و نت 5 ۰ کک و ۱ 5 : 5 
اتحذنا ألنقغطة ۶ خا بب 1 پو انا ب سب ٹاثت ا ٣ع‏ مقط فنا . لڈا 4 
ہے لا 


2٠ 


(44اس بر و أناع؛ عنشور قائم تنقص: قاعدته 
مریم طول ضلعہ ٦‏ سم. إذا کنات طول كل من اخرفین 
[ب ناآ > جح ها كسم و آب يميل عن القاضدة 
اس ج ۶ پراویة فیاسها ۰۲۰ فاحسب میاه المتشور 


الككلية (انظر شکل ۸ ۱۲), 


#4 ۰ 2 
#۸ ۲ مسلمات الحجم » حجم المنشور 
تكلم 4 ہل 8 تبش اعد القاعيم نهو فى تعلسغات جندسة الف اغبة إلا رعو موم ا جو 
a‏ 0 3 پک : 3 .- 
و ای di a|‏ أ پر بط عم 0 جس تسو بش دراه بت دا شيقيا ۳ سالب تسه 


وت - 
,0 


حسم حسم خیب 8 ماقتس سس وه جما إا حه کیم الاجسام 5 "ماخ ہہ ےہ 


ا 


١ 5‏ عاد کی یڈ 7 3 ٹن یہ 
ٹر یر كله اله با رود إل مر انضبیعی ۹ تجلد فى 


۱ ۳ 1 ESN | ۳ 

السب قي 2 کس کے یں ھا سے ع 2 عدت کے ےن 3 
1 م 

كوس اس م و 1 EEE‏ ایم ج“ کر ! 7 al‏ اک 


2 
5 


"ید 


س ل ل لاع شک لشن 457 ہیی الڑسر ف ساس 
مه ا ت 350 أي 


ذا 
ہ۔ 
۳ 
ید 
8 

جک 


|| جا 09۶ 3 
ا کرت وب 


ملحوظة (۸ - ۲) 
إذا امین مي طولاً و خن خرضا کوب غ ا:نقاعا سجد أن حجم 
متوازي الستطبلاتت ع م × می غ 
= مساحة القاعدة × الارتفاع . 
ولك تدرك معقولہة المسسة اثالة سل حزصڈمن الأوياي عتساوية الماد (مٹل اوراي 
الاب لذي تقبس ارک ہابت كل متمازي مستطيلات اکل کے 18) لم حون ال وباق 


ع مستوباکا نسح لديا عنشو! عانق فيا في الشكل (۸- 113 , 


وے ك 


شكل (۸ )۱٥-‏ شکل (۱4-۸) 
لالحظ آن. حجے عشرازی السطوح الناتج لا زل مساویا جع حجوم الا + رای وعلسه نإل 
حجمے ساری سم عتواری استط لات الي یدای سنه . شنم اشجقائمۂ مهيا كال شكل 
ال ذش ي 3 ہتسر يلمك :ل ف 27 اپا سیو چم مجم نايم هو عم 


منم از ي سا سنا انر شل ٩‏ -۱۶ . 


شکل (۸ )٦٦-‏ 
ونتساءل الآن ما هي السمة المشتركة بین الجتیات الثلاثة في الأشكال (۸- ۰6۱6 (۱۵-۸) 


(۱۱-۸) والإجابة هي أنه إذا فطع أي مستو أفني أحدها فانه يقطع الاتحرین وا مقاطع الناعجة 
متساوية الساحة "لا الأوراق متطابقة). لعل معقولية المسلّمة التالية أضحت واضحة الآن . 


مسلمة الحجم الثانية : 
افرض ان ؛ ب مجان هندسيان و مہ مسٹو ما. إذا وجدنا أن كل مستر مواز 


مساحتا المفطعين الناتجین متساويتين فان للمجسّمين +١‏ ب الحجم نفسه . 


ما هي اخصائص الالحرى التي تتوقع حدساً توافرها لحجوم الأجسام في الفراغ ۴ 


شكل (۸ -۱۷) 


العطیات : ! نشور مساحة فاده جه وأرئناعه ۶ 
2 
المطلوب : |شات أن م جم ا ج يمزاع 


الرهان : 
[) نفرقي آن هد هو مستوي فاعدة المنشور !, ارسم عتوازی مستطیلات ب مساسة قاعذنه 


اض أن بت فيكو بوازی ہہ , [ذا شنز جه في غير سره ون ڈو کال بعلم جرع عه اکر 
من م قانه لن يقطع أا هو !ع سار أما دا كسان في سی جية : 6 س واونشاغھ لا يزيد عن غ E‏ 
قعام کل مع أن م فى خیم ارقم ا.عانيية . 

(۳) من النظریة  5(‏ ! ) القطح التاتج من تقاطع عه 13 یطابق قاعاءة | وعلیه مساحته عي ب 
كذلك من النظر په نقسها الفطع تا عن لقانم مس ا يطابق اعد سب رثا ساحته عي 
أيفساً إذن 61 ) مین مسمۂ طحم النسابيية ا: س هیا الجسم نقسه اکن (۵] حسم مسرازی 
الستطیلات سے = عه × ۶ (المسنمة الأولى للحسم؟ إذت )٦(‏ حجم التشور ' * ۶× ج 

مثال (۵-۸) 


الشقل لذ 4٥۸‏ ٹین لت درجات 


من سلم عرسا کل درجة فبه غل هيتة منشور 


كادي قاتم لہ :یعاد اللو ية . زد" کان عدد 


شکل (۸ - ۱۸) 


اللازمة لسنع تام 


(1) حسم الد رة انواحدةے مساح القاعدة × الارتنام 


A WY + ۲ ۷ = 


سے 


(؟) حجم الدرسات اٹ بن - ×٣٢‏ ٢ے‏ ۲8۰۰۰۰ سما 
(۳) حجم اخرساتة المطلوية د ٢۲ء‏ +ع 


في المنظرية الآنية » وائتي توردها هتا بدون برشات؛ تغڈم قانوناً آخر خساب حجم التشور 


)٤-۸( نطرية‎ 


حجم اتور يساوي حاصل ضرب مساحة القطع القالم في طول اخرف الماتہی , 


الرھان : (غير مطلوب) 
مثال (/-5) 
في عنشور رباعی مائل الشاعذة عل هيئة شب متحیف ضلعا التواز پان ۱۲ سم خسم والبعث 
بیٹھیا ۷ سم . إا کائت الأسرف الحائبية تيل على سشوى القاعدة ب زاوية قياسها ۳۳۰ وکان 
طول ا حرف اللاتبی 1 ۱ سم ضاحسب حجم النشور. [ذا لطع النشور بمستو بعامد ارف 
اخانے فيا هی مساحة القطم النائع ۱ 


لحل 

(؟4 لفك (۱۹.۸) يرضح النشور 
منت كوي الحمود 9 جل الم سدع 
e‏ عم ہی 
(؟! ساسج الوراضدة :؛ 9 ax {eT}‏ 


تب 
۰ا مرج 3 کر ی ای و 3 0 
کتاتہ(۴) ارتقاع المنشور * إل ٢‏ ساب یا ۴ - ×1٦‏ تپ 


7 الم صلم 
ادن )٤(‏ سج النشسور  ١‏ ات ۸۰] بها 
318 الع - ١‏ اہ یت ا 
كذلك 167 حجم ٹلشور > مساحة القطع القائم × اخرف اخائبي 
وغله. ‏ تع ۸ د مساحة القضیم القاته # "۱ 


: : ۱ 1 8 
إذد 59 #مساحة :لطم القائم > انكر 


1 


في مشو سداس سائل طول رنه أجلي ١س‏ ليل الأصرف ا انب على سوق 
القاعدة بزاو یذ ٹیاسیا 56”. ادا قطع اللشرر يمستو يعامد اورف اخائۓ , ركان المقطع النانج 


حماست ناوي ۳ ٣‏ ہم فٹسمب او ہہ اور - ا ہس اس شا مد نان 


للها : عساحھ الكيلية . 


ع تن 


شتا ۸7 ۳۰ 


)٦(‏ حم آئنشو + مساحة القعلم القائم × طول درفب ا لاني 
FT? =‏ ۱۰ 35 ۰ ۷ سپ" 


Tx 5 رتفاع اتور م ۱۰ جا هه‎ ٩ 


© ۲۷ سم 


تیم نشور ۔ جساحة لاا عم اتاخ 


۳ 
اي جسما ید الق عف2 <: بر یرہ کک و بسک حم 


(17 مساح المقطع القائم ٦<‏ × مساحة يثلث م و « 


م حبك ری . یلاہ 
TF‏ ۳ 5 
TS =‏ سیث ل هو طول ضلع السداعی 
5 مم رھ طسبم ۳ ۲ 4 ۳۱:۲ دز چ 0 
وبا أن مساحة الأفظم اثقائم = ٩‏ ۳۷۲ ف = چند نو وی سم اي ٹڈ ٤‏ سم 


فيكون عبط المقطع القائم ٢٢٢ ۶ ×٦٦‏ سم 
لذن المساحة الحانية = یط المقطع القائم لا طول طرف !ابی 


1 


= ۲ + تس ,اسم 


والمساحة الكلة س ۲۰ + ۲ رم8 


i 1 > 


ب 
بملاحظة ای ہے 1)٦‏ دی ۷ مل ستطبع استتتاج القاعدة التي ريط اوتفاع المتشور 


وطرل حرفه الحاتبي وقباس الراوية بن اخرف اضانبی والقاعدۃ؟ 


مارین (۸ -؟) 


۱۹ تشحل ۳۹ اہ سو ثب با عم ای 0 دسر 
ر اي قاب قاجذته ان« ؛ عل بک سب تحرف 


۴ و رہہ 


۶[ 11:04 * ناح حجم تخوفی. 2506 

۲۲ اماع اس متشور ثلائی قائم قاعدته الثلت اب ح. [ذا كان ]بت تال <۴۲۵ 
اون اہ أا |= عجوي اج ۴۹۰۱ء فاحسب حجم المشور وعساحته الکلیة. 

(۳) فی مشر اسي مننظم طول اخرف اطانبی ۴۷۰ وطول لم القاعدۃ ۱٩‏ ۰۶ 

ما حم النشوز ونا اسه الكل ؟ 

۶ تج آناجم متشور شلاٹی عائل طول سرقه الحائبي | |٣‏ = 7۲۰ وق احوفەعل 
سخری الفامهدة ! مب جر بزاع با مس مود 

بذ كات اس و ض ار ]دوت وت سح ۴۱۲م اسي حجم ثور بساحة 
اقطع العام . 

)ھ) آت حر اتد منشور ربعي مالل جمه ۳۱۸۰۰ . إذا كان طول حرفه الجائيي 


| ۳۰ای وتاعديه ان ده : على عاتذ معن طول قطريه ۰۳۱۰ ۳٦٣‏ فا خسپ الزارية يرون 


اميف طانبي وقاعذة امنور 
)٦[‏ في منشوز لای ماش طول | شرف ا اتی ۱۹ ۴ ومساحات اوج الحابية هي ٩۰‏ . 
r‏ .۰ 5 ۴ فا جيه ؟ 


([ آي ع ل ااي منشور ر باعي مان طول هری فاعدنہ ۰3 رای ارام یه 


۳ ۱ 5 


ت ۱ یپ یڈ ۳ NES‏ پت رل س ا ا eT‏ بعل سی قاع 7 راوید وا 7 1 وكاب 


۲ می-‎ ٦ 
بي ج ای نس منشور لا تی قلأتم حجمه ۵ ۳ط اذا عابت القاعدة اب عد ع‎ ۸1 
شکل کے عتها.ابی الا داع طول فاه ۱۰۶ * فاي ره : طوی عق ایرد اا‎ 


الماحة اخائییة للمنشور + الما : قياس الزاوية الروجية بین السو ين اب حا اة جا 


ارم تلم وجوه له اید الي ره عل باه منم ۴ ره الو جوم ا ااي 5 له باحعنۃ ۲ 
الول خی لم خی : فاا تفر 8 فو ہبہ وة ۲ ارج بد انسل اباسح ٣‏ امار 


کل ااقطع الستقيمة 3” با یٹ 3 ط مس ری[ 


رو شید جد هر 


ل ب 4۴۴ 
م نعي راسي :طرع حل سآ د د ف ساقي اوه تسفی أ جیا صاضيية و وتشاطم ۳ 
سعلات نس افاحرف اة 
ارتا ۽ ارم هو نول 911 اخم دة 2 7 ی ۲ 5 و 


تج بے (آزهواسانت سحت مايا کل ا اب ہا فیسی ام مرت ار ریاعا ۳ خاہی.ا ET‏ 


كانت قاد مثلشا أو رب اغبا أي خاسی. ٠‏ باعي لفرم ق اتا إذا كانت قاعدتے مضلعاً معظة 
راحرفے الجانية منطابقف؛ ۔ هذا ویدعی اطرم آلالاثي کدف بأسه رباعی الرجوءء و فا كانت 
حجر و4 متساو په الطول سمي ربعي و سوه . 
تدریب )۸ ہ7 ل( 

ا سابل 

)١(‏ فی !غرم القائم بکون سوقم الحمود اننازل من الرأسر على القاسده هو مرشزه! (أي الاقطة 
اح نه البعد سے و اقيم ردوس الشتاعيدة؟ . 

( )۱ وجه اخعائییة للهرم القائم مثشات متطابفة وكل منھا متطابق لضاعیٰ 

(۲) ارتفا عات الأو جه الجابية لتهرم بلشائم متساوية الطول , 

TEE‏ رر بای الوحية امعطم مللشات متطايفة الام ومتطاية 2 اورک اعثبار لي 


الا أغاتية رسناعة اتقاس 
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2 1 
إساحة آخایبه نهر الغائم دا فط اعلق ارتفا آلوبه اطانيي ۱ 


المعطيات: هيم فائم 


المطلوب اثباته : المساسية اطبانيية ٭ 5 ید اعد > ايملع الوجه اي 
الرهان : 
!١(‏ افرع أن القاعدة ملع منتظم عدد الاح 
۳ الشكز” د٥)‏ واقرضي أب طول ضلعه هر ل . 
برا أن اشرع فانم فارتفاعات جرم ال جره ا شات 
مشاریة لطول ۔ لکن طول الواحد مها بث 
11 پر الاوجه متطابقة فان المساحة الحاتبية 
ناوي 7 × ساحة مثلت ١‏ اب 


0 


1 مشاه اب = جد عل 


ہت 1ا عل = ١‏ ا 


0 5 
ادج (4) الماسة اغائے ٭ ۳ بزاح تول وہ ہر ید 


۱ 
= سب عیط القاعدة × ارتفاغ الرحہ آجنانبي . 


5 هي ااسا.حة اة لر باعي وجوه منتظم طولب سم فد ال ۷ 


چ ی آ بب سر و هرم رباعی اش طرل عش ذه لها #وطوك ضلاع كاه نه ار کی اي سسا ختھ 
ا حانہیۂ سا زا اك 


حم گی 
نظ ری ۸ ب 15 


0 اظرع م. اقا ع حر ارتفاع اطرع وكالت نه مساحة قاعدته ن مساحة الفطع 


#۷ 


ہے نے 1 


سخ ار تی 


3 


ما بی سد عبرم ا تي الريقاصه م وشا نه ! نب عر 


مساسنهات المقطع آب د یوازی القاعدة 


0 سات‎ ٤ 
با اد الستوي اسب حر يداز شجوی اب د الك اب ان 7 یا کے ےہ یح رم نے سح و‎ ۶ 
ا ا ج۔‎ 
۲ 
3 7 9 9 


ای اعا = أبعم 1 مد نان عر ادلی أن أ 6 


ينابه ك !بت ٭ ملذا غات : 


ات ا 


۱ س س ۱ ۳ 
۴۔ بی ی سے 5 ۳ 
[1ئو رس [ “فى ]عمودا عق الشاعدة لاق انوم آب ع دد فالا ند ان 
. ۲ 5 ہے کے 
إ*ه = چ ا و شاع شاي مج ینیم انع : 
۰ ۵ 
ون ےت 9۸ 
| اه بي 
| اع | اع 
۰ هد 


4 


01 ص ار وو 


وعلیه - 
- اب ٩‏ 
سہائ تر | نب هر یجس ان یه 
3 
لی ,۸۔4۷ 


ھ0" ل" 
ي آي هرم مسا القطح الذي يوازي القاعدة ويبعد ك عن الرأمى هي سل × ته حبث 
كح 


ع هر ارافاع أفرم و ۱۵ عي ماعة فآعد‌ید. 


رمسا متا على وفسوح الحرضى سقترض أن الحرم مامي ونر للطالب اء أي تعدبلات 
٦مھ‏ تلحر عل ارعان في اخالات الأتترى , 

الرهان : (غير مطلوب) 

العطيات : ۲ات ج دع عرم حماسي افطع صا ١ه‏ ببرازي إنقاعدة وبسدء من 


اراس يارى ند ٠‏ ع هو ارتفاع آرم ت هي ماحد قاعدتد . 


2" 
۱ 057 بب و نه سس #ا ی 
لطلوب إثباته ا و 5 

3 
الرهان : 
[) قشم القاعدة کا ني شکل ۸۲ ۔ ۲۳١‏ إل عثللات 
مسا حاتي مدا تارذ تی واظرٹسصس 1 لس حبات با ية 


عل القطم هی ا + كار ۳ 
سے 


5 ری ا ل رھ 


fh 


نتيجة (۸۔-٢)‏ 
کر ساوش إرشاعا شی ود اوت مو ا فاضا نها ياب نیرسن الم لا داد 
الرمان : 
ام أطي عي بحیثہ تلبج سب شیب على سس واحد مت وافرقی گنس الحرمين ہو ع 
وساحة کال قامدةم 
( وا ی ملو سه پوازي اتري دك مان مم ام بعلم كلا اغرمين آى ليه بطم یا متهياء 
7 
( من النظرية ہے مساحة کے من القطعین ھی س نی 
و 


اض 1 می سكب الم ابید نلهرمین امم مد 


نظریة ۸۱ -۸) 


(برهان النظرية غير مطلوب) 


رم ور ارال افرع اي قل سی ا 


اماس دراه تلنتور عفن للاٹھ اه تعات 
شس زع یج 


المعطيات : عن سا حا هيع لاني ارتفاعه ع وعساحه قاعدات ۶ 


0 
الطلوب إثباته 2 ال اشيم 1 ۳۹ ہج جم 


(؟ )اور اہی کویاه هو ال د تلامة أعياماث ۲ اب س و اق بی جع ارج حراش ده 
الأهرامات لا تقاطع إل في آحردها . سيت أي احجامها متساه بة. 

( سل اطرعييى "ده ۴ ہے ب خر و واعٹبر * هي السرأس لكل متهيا. قداث نع 
لاس تاا على المستوي لفسه اتوي منوازي الالام ب حاه ۶). وی أن ماس کل واحدة 
متها هي تل سن سه متوازی الأصللاع ب اه + لیر یی ماع تان للا الح اسه نة_ ها کہا 
أن هيا الاتضاع مب (إذإن الاإتضشاع ني المالتین هو شيل القطمة المسودية من م على امرك 
ماع چ وا 

ان (4) من نة فخ ۲) حدم ملك ها > جم مل تح 

ع سذ آلآ امین م - انع ؤم ا اب از واعتیں ج هي الرأس , بتعدیل الحجة المقدمة 


ی( ۳+نری أن ارشاغي اشرميي دشاو پان 015 سا جني انعا تیا عتسام ناي فلح أن حجم 


ايان . عم التجور ات تا سج و رس سے نس تی ید ری عر 


وليه فإ حم مسا تاه * چ حجم نشور 
لكن (۷) حسم آنتشی دع 5 9 (نظر يد ۸+ ”1 


ادن 41 حم ارم ماب ع یت 


نظرية (۸ 44 


حجم أي هرم يساوي ثلث حاصل قرب الاتقاع في مساحة القاعدة 


البرهان : (غير مطلوب) استضبع أن نقدء برها a.‏ . الطریقة الأرلى هي أن تقوم بعقسیم 
القاغسة إلى مثتقات ثم ل عشم النظرية 43 ها . آنا الطريقة العا فهي أن عقوم برسم حرم 
ثلائی قاعدته على مسترى قاعدة الهرم العطلی ونساديها ني الساحة وارتفاعد يساري آرتفاع الهرم 
المعطى ثم قوم بعد 3 لك يأستشدام النظہة ۸3 ۔ 18 والتعبجة 8ھ ۔ 1۴ لدكمل الان ۔ 


مثال (۸-۸) 


نم هرم مساحا قاعدند 46 م۶" وإرتفاعه ۴ بمستر يوازي القاعدة فکانت مساحة القطم 


ار وی 5 1 : 58 
انام ۳م كم پیحد المقطم عن الراس یما اسه ححصي آقرمون ؟ 


3 

[ ماحة الو > ساٹ له حیث 

سط 3 
نی ٠و‏ مه ۱۳۳۹۳۹ تب الس م 5 3 شو ارا ترم . 
بز ته هی ساح قاعدته . ١‏ ۰ 

تہ ہے ۰ 
TEI‏ 2 
1 3 

خن ۸۱ ۔۴۸) 


1 
و 6۳ چ اشيم اہر سب 26 3 jd‏ 


٦ 


ٰ ی سے ڑ ی ۲ 


بس نر ہہ ہرہش 


ادن )٤(‏ بے حسم لظام الع إلى انْہہم 


ا و راخ 3 


۳1 | پاٹ جج 3 اب‎ ٠ +: ٣ اب خ طرم ثلاثي عیه|‎ E 


آقا شان م بل ابا م لے آ سے وکاب < رت 0“ وآ حم آظرم خر العدید 
وح ای رت 


(ی أن 1 عاد بن اج فا © 1 بعامد انستري؟ باع وعلبه فان [1۳۲) ارقاغ ہی 


:1 
٦ء‏ عساحة الماعلة > إا ہے اڑا سم 898۳ 
3 ۱ 
ہس م ل كس ۴رہ سح 
پا 
پر 7 بیان سر ٩‏ 
آذ ۳ رر ام رر رر رر ور ری 


ره 1 
1 اعتبر ج عي راس هرد رو می ات3 


إذ. شان ع عو هلب ا عمید ھی بے تو ا 


شکل ۸7 ۲۹) 


کلک ار و سحب وپ ب اس سے 


N 
eg E 


ماب ج و هرم رباعی هام فار ضلع قلصرئكه آ ۰× ؛ بار 5 ۴ وارتتاعه :* © ب ۳3 
آ یبا وڈ عیجم اشرم 4 : ياتنه ااباببية و با حياس ار ویۂ الروعية بين الف عة 
ےت 
1 2 
( ۱ سم رم ہیام ]| ۷ مس اة اسب جح 0 


سس بن جج FT‏ پر۴ ۲ 


(؟) افرض أن ه هو العمود على اب 


في الوجه الجانبي 6 ١‏ ب . ہما آن الحرم قائم 


فإن ه هي منتصف القطعة [ا د] › 
و ده هي مرکز الربع اب اح و ۱ 
[6ه |" ٭[ھ |١‏ +۱۹۶۱ (نظرية فيثاغويس) 
f+ T=‏ 
وعلیه |" ه |« ۵ م 


کون الساحة الجائیة للهرم = | ه|<عیط اب < و 
ع مره ری سس ۷ 
(۳) با أن [ه ب] هي مقط [ ۲ ه ] على القاعدة وعلیه ه به لے اس فان ٤ھ"‏ نه زاوية 
مستوية للزاوية الزوجية بين القاعدة والوجه ۲اب. وحیث إن جا هه داه ب فق قياس 
الزارية المطلوبة هو 7 ۵۳*. 


تعريف (۲-۸) 


إذا قطع هرم بمستو يوازي القاعدة فالجزء الحصور بين المقطع والقاعدة یسمّی هرماً ناقصاً. 


في الشكل (۳۱-۸) ا ساح داه آب < وه هرم (خماسي) ناقص . لاحظ أن الوجه الجانبي 


عل هيئة شبه منحرف. یسمّی البعد العمودي بين القاعدتين أناح ده راب رده 


ارنقاعا نلھرم التاقص . 

وسمعى افرم تلناقصي قات ۴ !ذا جب ا عن هوم قات 
قي هله :له من اليم التحتق من أن جرف 
اشاتية و[ )د ساب« إهاح 4 د د ]| زه هم 


متسار يذ الأطوال ون الأرجء ایرد ها ارتفا تفه 


لطر ية ڑا ۲٤٤‏ 
المساحة اجتانيية هرم ناس قالم ۳۳ ا 


ا عان : الشمری'ٰ امن التيارين (۳-۸). 


تظرية 147 41 
لي ارم لاقي ٦‏ د hı‏ ا ياك , ج 


جم ش نمو اتاخ ژ شر تج گا سا سنا الاعف 


72 


۳ سم 


ہے 


البرهان : 
(١)انظر‏ شکل 6۳۱-۸۱ لتكن فد حي مساعة بح وه ودم 
ھی مساح اناس ه . أفرقي أن ك هر ارتفاع ار عم آت سح ده . 
ملا لا يكوت ارفات که ماب خ۶ ه موك 3ع 

1 0 
[؟] سج أخرم لتاقصي جک + ع م٠‏ لي لت لا 


1 ۳ 1 
چت زی فان نزن 
0 با 
ا 1 
as‏ و 
10 
کن :ل ۳ نت 


#النظر يت (۸ ۔ 44۷ 


ہیں 


نام الي 
— 
1 0 1 
7 1 ۲ ۳ 3 ب س یسح ايع = تيد 0 ۳ 
تی ا لے جرد ی ياي تر رر ؟ ھی 


5 اع 3 امد + ا .) 
5 تاقصل وقائم لفاعدتان مر مان ج ااا ۵ ۱۵۰۶۴ ۴۔ إذا کد ارام ۳ 


لاحب حجم لم واه لكايه . 


(۱) ام = ع یں کہ + بای 


(ya FY + fej ۷ oS 
7 
سم‎ ۱۳ 
0 مرك أيه‎ E ۳ او ان مدر اب‎ 


واترضن أن م متتصفت [اي ] . 7 م۸۰ 


من ھ انل [عابد1 ليعامد مه 


کڈ یٹ ی موم 
ہے ڑھ ها[ -ها با باه |" = رہہ 


حي ام وإ ۳ وعو ارنقاع لوجه !اني 
EST‏ ب جموع حيطي القاغدتي في ٹرتفاع الو جه ااي 
EE‏ دو) بر ۱۳ ت ۰ ۲ و يكن 
المساحة الكلة > للساحة إخائبية + مساحة لقاعدئن 


ے ٣+‏ 6 بج٢‏ ۳۳ےپ پھم؟ 


تمارین (۸ -۳) 


)٠١ آورد تفاصیل برعان النظرية (۸-۔‎ )١( 
۰ئ‎ 

)٤(‏ قطم هرم مساحة قاعدتہ ۲۹۲ ۲ بحستو يوازيي التاعن ويبعد عنها مافة ۴۱۰ . إذاً 
یاب ہب اسه العام اتاج لو 1 یا حسم ارتضاع ارم وچمه . 

(ه) فى صرمشلائی الشاعدة مثلث متطابق الأخسلاع TENE‏ 
الأحرف الجاتبية ۸ * - احسب أولاً ارنقاع اشرم؛ ثائياً حبجمه ناذا مساحته للكلية . 

(5) ما سح + هرم رباعی قائم طول صلم قاعدته ل. إذا کان طول المي الاي أيقة ل 

ممأب ج ضرع لاني شمان طول قلع فأعديه ۴۱١‏ إذا كات قياس لزاویه بين 
اڈ و ات جر ٠‏ فاحسب حجم آشرخ . 

زر عا حسم هره سداس قشم آرتفاع- ك۸ ٣٣۷‏ م وطول ضلع قاعدته + ۶ . 


(4) اب سح آنا متشور ٹلائی قائ - قشمنا قلا من (اس] زب ح] اح ا إل 


2 شرے اقم الاریفاخ ٦‏ لادی تة ف تعان واف ا ي كام 


(۱۱) الساحة الکلیڈ هرم سدامی ناقمی 5 
٦‏ کے ار 7 اج یهام ا حبه ایا 
سے خاي , 
e‏ ناف رقائم القاعدتان + عرتمان فلع اا ۱۴١‏ 1۸ ۴ , بدا کان 
۳ ۲ 5 . 3 
ارتفا ع آنوجه ا اني ٠١‏ کک قاحسب الساحة 1 ۳ ية شھرع التبا هی وتو , م هو ارقا أطوم 


الكام؟ ۲ 


۶ 3-7 
دا الأسطرانةوالشروط 
ha}‏ ون انعط إمكائية استحناع طريقة انتا متشرر لإنشاء عسمت هناسية د ر زت 
پر يكن الشاعنۂۃ دا ا جڈ 00 بویا ۵ عبط بهن معلي ۴ مستی ی" ميدق راف ٹس 
سا مستي موا للمستوي عد , إذا قان ل مسقي یلاقی سه في نقطة راحدت فاا سلي نلجتم 
5 ی ۳ کے م ا وا 1 
اتج ا تع يلك كلل سز يا 55 لي الام ل حتی یلاھی ب اياده ۰ يعو ل الوافم تسم 
تلود با ستو ين والسطح الکو سن اند القعلع 1 +2 2 [r‏ حك م تقح عل ول ا 
py r‏ جم یر 0 ل 3 سار :اد م ۲ 
ا“ ار شخل HH 7۲۲۹۳۳ Ah‏ پسعی تل اس ۳ القطم الستتيمة راسها 


هد 3 ۲۰۲ 


للأسطوانة و بستني کل سر ان فحین ط وتفاملم الاسعلوانه مع عبد قاعدة ها . ها ارتهامها فهر 
او تسود نی سد مال مقاصلی البق اق تایه ڑا ان 7 بل یط رایت 
ع نله , 

في هذا لمجال سق غراسشا عل لاله التي كون فيه القاعدة ‏ يدا بدائرة ويد 
نسي الأمطوالة دائ ية والستقیسم الس یصل بین مرقری قاساتیها عورا. وإذا شانت الأسطوانة 


دائریه رقائ في إن معا يعبت أسطوانة دائرية قاتية . 


شكل ۳۳۰۸ آب ] أسطلركة دائربة قاتمذ 


في الشکل ۸ے “اسم أسطوانة داتریة تانمة تتررعل[ه نلصف تطعا ه ج |. 


4۲1 بح اک٥8‏ تعريقف اش عم أن تف التشروط اللدائري , خی د ایکون اوه من 
اتر حه نشحدود بداترة سرکڑھ ۸ وافہض أل ' شطة ارج عد. تمي ماد کل ااعطع 
المسنفيمة [ * ۳ جیب 3٤‏ ط غروطاً دائريا . :13 کات ن تفطة تی عبط الذائية فان 7+ ^ ۲ 
جس ید المضروط دان با شاا اذ كان ۶ھ 1. ہہ وف هذه اطانة یکرت لكل 
الرواسم الطول فيه ونسي ” ه حور المشروية . الشيلة م جي راس المخروص ویعدعا خن تب 


بسي ا رتغ اکر 


شل وه -:۳) 
انع 


باجرا* E EEL‏ الاس ۳ براشعیٰ :للف يات ER‏ ی اا إا 7 1۳ 27 یج رت 
سض اہج اط بو الألينع, 
نظریة زه ۱۲) 
مقطع الأسطرقة الدائرية بعستو بوازی قاعدتيا هم قیص دانري مساحته تساويي 


ساحۂ اقا لاد . 


۲٢۳ 8( نظرية‎ 


اج قطعتا خی وعلا ارشاعة ع بعستو بوازي الفاعدة ۽ بهد ك عن رأس الخروط فالقطع النائمم 


بالاستعانة بمنشور في حالة الاسطوانة وضرم في حالا افخروط واستخدام مسلمذ ا حجم الثانية 
تستعنيم أن محسل عل قباترني ا حجم الصالییٰ . ر برسز على الدوام تس فيلر القاعدۃ و غ 


نظریسة (۸۔ 2۱1 


حجم الأسطوانة الدائرية - مساسة القاعدة نی الارتفاع > ط رع 


نطربےة (۸۔ ۹۶) 


0 رہ 0 ۱ : 
حجم الخروط الدائری = ہے ساسا القاعدة في الارتفاع > سد عط راع 


ا( 
يمكن تعریف لاس صوننة إندائرية القائمة عل آلبا يم المالج من وران سطح ستطيل 
حول اُحد اضلاعید دوخ کاملة . + بجکن تعريف انی وج لدانري القائم على أله !سے الائج 


کا دوراب ءال قائم راو ید حول اعد شي الاو ية IE‏ تو کاعله . 


ید وي س لد لد س لد لد لد لد لد لد م ال ور سا ہے 


شکل (۸ -۳5۰۰) 


ٹکو چچت pli‏ أ ع رات ناک r‏ سا حول اہ 


معادلة امسق "أ ي ہس 2 سی ا ادا ۹) 


E ۳ 0 ۲ ۳ 3‏ : 
ده الست حل لاع سس 7 ہے ھتان ”لی سی 
3 سا 
لار یی 3 0 
- جد سب ۷ 
۱ 1 ۳ 1 ہے ط با 


3 
5 ۲ مساحة القاعدة في الارتغاج ٠‏ وهذا برتقي النظریة ۸ ۔ 6۱4 


ملحو ظة )٥٤-۸(‏ 
ب 


فى اآشخل ۰-۸۱ 1۳ نسي الزارية ب ! انر ية سقف الرأسية للمضروظ . 


ملحوظة (۸ - ه) 


را ن اجات قبانوتب حجم الا سط انث !لاد و بصن طر يق شر سه ممتاشی 


سم اة با سید إن اواس متطابقة بواسطه التقاط ؟. :۱ ی 
قاط له .ہآ عندما تک ٣‏ رتتاهی 
| 


ق سجرن اتور را و لے تا 
بل الأسطوطة رادج لگ ۳۲۰۰ عاهي لا قاعدة 


اواد . ہما أ ارتقاع افنشور عو ار ع ا بل اه ۳۹ 
3 


۳ 5 r r "0*٠ 
دس ست ئ ا حجم !8 سظرابة = نپا حچم !سو‎ ۳ 


ےسیا مسا جد تاعدة اكنكو عد ۶] 
TI‏ ۱۳ با 
= ( ,او احد فاهذة النشور 4‏ ع 
> تاد وله تساه اع 
ےی اد 
عل سی فاك ستهيه التيهطز إل قاب ی[ وط ناتش بتقرييه واه اف امت 
مل ۳ یا داسك ربب تیچ و E‏ ناما 7 a‏ وع 
تتناقى اليه بمب الفاصیل نلطالی 
وھا فة تھے ہے الا عو اند بمطور وا مخروط ہرم بطريفة غنات ماع الد ابی 


لکل من الا سط تة للدائرية لعف رااخروط دای اف 


نر به ٢٦٦-۸7‏ 


عساحة السطح اطانبي للأسطرانة الدائرية القائمة - يط الناعدة في الارتناع > ۲ ط رع 


المطلوب إثباته : مساحة الط اخانيي ٭ 7 ط راخ 


الرهان : انط الشیکا 13 ٣‏ 


و شيط قاعلة الأمطينة ع نب بط فاع ة انش 


ای ينا 


و أرتفاع الا سطوان ع اوتشاغ اور دع 
لکن (۲) دح قلح انانب للمتشور * حيط قاعدۃ امشو ج 
تن (۳)ساحة الم الحابي ا رال < عط قنع ال لے لاع 


تظرية ا + 


0 
مساحة السطح اخانبي ٹلمخروط الداثری ٹقائم 5 خبط القاعدة یق طول الراسم اط ر ل 


المعطيات : روط رام * ؛ نفب قط فاعدتہ و ء طول راسےے 
المطلوب إثباته : ماد الطعم اس تبي 200006 
البرهان: 

() نشم عبط الفاعدۃ إل أتواس معطابقة 

پوثبطا التقاطال 1ل .لي 5 


)اهم مدل 4د اہ بشاهى لی الخروط 


رقاعدته ٹتدامی إن قاعد: ال بط عنلما ب وم 


(۳) يا اك اشم م 1١‏ ۱۰۰۰ ۔قالم ضمی نظرية 11 2) 


= ۱ 
نجد أن عساخه سطح افرع اکن 6 عبط اتاد 2 أربقاع الوجه !خاي 


| اعتدیا جح م فان ارلفاع ارچه ا خانی سه طون اأراسم 
ر ول قاعد؛ اشير سه عير اة الوط 


این ۲۶۱ ساحة اعد ماني للمخ وط = قيط قاعدته × طول الراسم ۴ هاوك. 


حب اخشجم ي اة الكارة لاسطوانه دائرية قائمة ارتفا مھا ۴۱۰ وقطی تاعدعيا ۸م , 


طلويت موقد تطاة بعذاها ۷۱۰ ۶ : 34 ۴ لبك أعبعت آسهلوانة داثر بد قائمة ارتفاعيا 
۰ . اسب ححمها وساحة مها المدنبي . إا فطعت الاسطرانة بسح محري هی‌ها 
| د اتلم ؟ 


بط رش eT‏ شرل نط قاعديه اھ رطول یاه 1١‏ ۴ . اتسينا راع حجوی 
2 


وداس اليطلية . 0" 


5 7 
1 
1 
1 
0 
”سر 


ادا قطعت روط داتربا بحسني بواڑی القاعدة 


شکل (۳۹.۸) 


اروا تافص أو جذخ غررط | ونعرف ارتفا تیه عن أله اليعد ين القاعدتين 
إذا کان نار #انصفاقطري الفاعدنين راع هو الازنقساع قالیٹ أنّ حسم لتشروط 
1 1 
انا فص د س طا م ور“ ہے + ا رگ 
0 ؤ-ؤ'> 
ادا کان الخ بط ال قاعط عاونا لمساحة اغاتية للمخروط ‏ 


حشرت تسطوانه دائرية قائمة داحل خروط داتری قاتم بحیٹ اتکزت ادي فالتیا على 
قحدۃ المشروط وسل حبعد اعد دا العانية ال طح اح پا مخروط 
بذ کات قطے الالمطوانة ۴۷ وارتفاعھا ۶۱۲ وتان ارنصاع .مخروط "٢‏ فاحسب حجم 


انبر وط ومساحتة انظلية . 


1 ۸٤ | 1 
3 ١ تر‎ ۰ ۱ 

زا e‏ تتشم تأتع.' سم 1 وڈ نجا۔ ۹1 کے چ 0 
ایا 0 رت 5 7 نہ 

۲ |= 7 ع ۳3 
وشاره قط الشروز إا ہے | ساس 
١ 5‏ 5 و 
دید ۲ب 
4 


کل ده - 14 


5 0 ١ 

)٢(‏ حم ارط ٭ سم طاراع 
0 سس ا وه 2 
TTI PE p=‏ 


اواو ا 


ان اساحة الحمانية للمخريط ع ط ر ل , 


r 
ےہ با 4۷( و۱ ع اهوم‎ 5 


0 
TERNS‏ نويف ناوا + یز و 


لذن المساحة الكلية للمخروص ع موه + و۱۵ ۷ے ؟ 


تمارين(8 -5) 


(۱) إذا جاست م بعطة على عور آسطوانة دائرية قائمة فأثبت أن فا الہصد نفسہ هن جيم التفاط 
على خط القاععدة . 

١ (‏ طول آئے بة معدنية فل هة اسط چھ دار ية لاعف ۱م . زد كان غيل هااطتارجچي وخ 
والداخل ۴۳۰ فا حجم العدن # 

(۳) إذا کان ارتفاع أسضواة داتربة فائلسة بساوي ثلانة آمثال قط ها قيا مساحتيها الکلبة بدلالة 

(1)قطعت أسطوانة دائریة قائمة ارنشاعها ۴۳۸ بسر یسر بمتخورها م د قكانت ف اجه 
نے الام سد ۔ احسب حم الالسطوائة وساحة سطجھا الما انی لبڈ 

(6) !حب نسية حجمی الأسطوائتين , امک تكو ينهي بعلي قطلعة ور معطي آیآدهد #۲ /, 
۰ . ما هى النسبة لو كانت الاعاد س أ ص ٣۶‏ 


( )و بوط داثري قائم طول تصش قطر القاعدة 3 ” 55 ل الراسم ۷ھ ۔ احسب الیم 


(۷) طري قناع داري تصف فطر دائرتہ 18 ۶ «قیاس :أو يته الا كر ية ٠‏ ليصيع قررطا 
٦ 0‏ ۳ 
داثر با قاتا احسب أولاً! عمط فاعدة الم وط + انيا : یفام المطروط . تالش حم 
تریا لت اب نت ۲ : کک 4 e‏ 


. 
المت رحد 


(۸) روط دازي مائل حجمه ۳۷۷۰ بقطر قاصدته ۴۷ . إذ! کان البعد بين راس المخروط 
5 7 5 ون نے یی 9 2 ۴۲ 
عكر القاعدة ۴۱۲۰۱ فاحسب قياس آلزآدیه بون الحور والقاعدة .(ط کے پ), 
() يزيد طول راسم أسطواتة دائریة ماششة بسعدل ۴۰,۱ / دنية ویشصی لصف قطر اعدتہا 
معدل ۳۰۱,۰۰۵ رثائية. ادا كان وھا يميل عل القاعدة بزاوبة نس اسپا 55 غاجسس 
معدل تخر اخجم عندما بكرن القطر ۴۱ وطول الا ۴۱۰ . 
(] الشکل اه )4٤‏ يمد عل مینة أسطوانة دائرية قائمة 
يسقفها غروط داٹری فائم. إذا کان قطر الأسطيوانة ۷ آمتاں 
ارتفاع اة د آمتای وارفاع الخروط ۳ أمعار فاح 


نے 5 ۲ TT‏ 
سج اود وس تھا أشابة اط هد 


۹ ) آورد تفاصیل برهان تظرية (۸ _ ۱۱۲ 
(؟1)أورد تقاصيل برهان: نظرية (۸. 11 ) 
(15؟ أورد نفاصيل برعان نظرية (۸ ۔ 4١8‏ زعن دون است‌خدام التقريب ہمتاشر] 


(14) آورد تفاصیل برهان نظرية (۸۔ 4١5‏ 


۸ الکرة 


تعریف ۸۹ 4۳ 


الكرة هي السطح اڈکون من جميع تقاط الشرغ التي يبحد تار سیت 
بعتا ایتا س , 


سعي النععلة ۲ موسر اٹکرۃ والبعك الشابت > 
نصف قطرها . الشکل 83 15) يمثل كين مرکڑھا ۳ 
ونصف قطرها| > "| ہے ٹمیمڈژ ]عل 
اسنقامه جني پلائ الشرة في الفطة © . ما طول 
© 5]* ماط ٩ ٩‏ ] ؟ تعذك توصلت ٹی 
| ۲ مت نحن تسميه قطر الکرۃ, 
أوضاع مستو بالنسبة إلى كرة 

1 الک 3م21 ! يبن الس © 173 ]1 
ومست مد بعد من 7 عسافة ا سی + < ل می 
لنکن أي شلة فی تام سه والکت ا أن م8 
موقم العسود انار من ٣‏ عل ع عله راصم 


رت یش 


03371 | قاعم في س ونم ۱ اي .بی ۴ 


- ثاتاء أي أن الجموعة نه در مد هي دائرۃ مرکڑھا 


ه ولصفب قط ھا ب تح ھاعی٦ E‏ 


شکل 1*7 ا 


( لي فرقسنا ألا رک الستری سد حتی للضي اليس ل ہہ نا چم مہ = ڈھ [ وس 
تقول 72 كمون تھا الكرةا؟ فى ه . 
117 و قرفشا إشاء اصلنا ته يلك کہ بجت نصح انه مد ینت یکےں مب" ا جا نے 


وبسائنٹل لن تسرد ای نفقظسة فقس ہی اه و عدن أي أن ت + ہہ - اھ کہا في الشکن 


شک ٢ذ‏ ۱۸۰ 2 


(5) متذماك = ۰ فان اتوي مد يمر نمر الكرة * والساارة النائمة من تقاطم "لستوي 
وانكرة هي الدائر ١۳(‏ ك) ذات انرقز ۲ ونصف الغطر > وي 3 حائة ترسم على لجع لزا 
ليها دائرۃ فظوي ۰ 


02 


تعاريف: 
7 قطعث كرة ستو ین مشرازين غإننا تسمي ا جحڑہ الحصور هن انكر بين القطهيي 
منطقة کرویة وکا من المقطعين قاعدة فا بنسمی لت القن حدہ عة الكروية وتقاهدتان 


قطعه كررية. ما اتقاع امنطفة الک بة ہیں البعد برا اتقاعدنير ‏ 


(4۲ [ڈا کان أحد المسنويين عاسا لیکرة فان التطنة الكروية لسمّی حياشذ تب گرویة . 


bE:‏ القطاع الكرري نعل ہہ ال حسم اتور 7 قرو یه وخ وط ډار بانم ا ۳ اتید 


وفاعدله هی فاخدة لغ 


(أ) منطقة كروية (ب) قبة كروية (ح) قطاع كروي 


)٤٥١ - 8( شكل‎ 


قيايآتي عندما سل عن حجےہ الكرة (آر الق الكروية) فان تعتي حسم الم الاي 


7 سطح الكية أو سطح اج 


نظرية )١.۸-.۸(‏ 
إذ! اقطعت من رة نعف قطرهبا ق كرو بة ادتفاعها ع فان حجم الق 


الكررية = ۱ إن -ئع). 


سک ےی چا 


اسا 
ا 
يبه 


۶ مب 
در 
سے 

عاد 


لی و 
رج 


راا ووا يي الم الكربية باع ار عكر الكرة م نقطة الأصل ١‏ ارسم پر ین 


اتام جر دوزاتي "انوا ے الس ور اي 1 ع اکر 3 ۱ 


آ حر کی تخت ااه اھ اہ ٣‏ ید SAT‏ ا فرے ۔ ہس ۳1 اة ايده “i‏ ]1 
3 = 8 


ا ساسح 
ہی سڈ ا ا حون احور ۲ ۳ , تابر کل لكأ ارب 


عر عسات الام نیل أن ا سح می اندررآت 


وق ٦‏ 
0 
1 سی ہے 


رات ی 
وڈ 
٠ ۱‏ الع 
یں ین - ساج 
ہا ۲" سنج 


تیجة (۸ - ۳) 
E‏ 
حسم الكرة > 3 5 3 سیت ز عو نصف قطرها . 
اليرهان : 
(۱ ) لاحظ أذ تصف الگ کج کرو ية ابتغاعها ر > وعليه من النظرية (ھ۸-۸٦]‏ نجد أن 
۳ رب ہے کے 
حسم نصف الد - وا زر - رع دس هار 
7 ۱ 3 
ادد 1527 حدم الكرة > ج ط و : 
ا 
يي كر تسب فطل سا مر یکر یچس القطاغ ا كروي الغاتم غلى کے كروية ترشخعها ع و 
ل ل رام . 
اليرهان : 
١‏ سيد القطام الکروی = جم القبع الكروية F‏ حجم المخروط امد اتر نام . 
(۲) ارتفاع حرط > ھت 
ار 
1 م ہی 
إذن سيج المخروط ٭ زر (ر ]ارت ع]. 


۲1 من النطرية إا )نستتیج 2 


۳ طر ۔ : 1 
حجم القطاء - مغ 0 و ۱ |( - ع). 


1 
۳ حب درخ 
لاد اول لاه اليه نکی به تلم الجبحة الاي : 
ود ااحة ٣‏ م ا ۲ ۳ ی 1 mm‏ کے رای 1 ۱۰ کا و 1 
لبم اف إلى تسراء گرڈ ود بارجد بح باش اھا ع هبات م عل نی گا اک 


اا اعات ہم گر انکور سسا هل اعبرآسات نشطي تشریسا القطام کروی القائم على قب - 


(اتظسر نک ۸٤۷٦)۔‏ في الاقم سيوم حجنسوع عسل الأعسرامسات نتساعی 


“ڪڪ 


شا ۱۰۸ 1 
پل حجم التطاع الکو عتدما يايد أعذادها إلى مه وسناقس آبعاد ماعدڈ کل متها إلى الصفر - 
ا هذا فا 

حم القطاع الكروي = نوس (ی ل ... +قبار 

حر الا الم ا الت عى صاحت قباعد الام اعات و ار جو لصف ار ألكرة . 
وي آعم + في + ,ده پنداهی إل مسا عة الق یہ فإنئا تستختج أن 


1 
وا القطاع الک وت 3 EE‏ 


وزد كان ع هس رشاع العیه الكرر يذ يكرت لديبامن الم (ھ-٤4:‏ 


3 1 
طبرا كه یہ 


اي کت "عدم 


3 .2 و سا 2 3 ۶ lL.‏ 20 
بدأ قوت قا كناسل برعا مت یڈ العالية : 


نظرية (م-؟ 41 


فی 25 لعف قطها م ذكون ساحۃ یه كروية أرتفاعها ج عي 5+ و 


نتيجة (۸ - ۵) 


مساحة كن نصف قطرفة ر - 5ظرا 
(أي آریعة أمثالى عساسة دائرة عظمی في أثكرة؟ . 


البرهان : تدريء 


استخنص فالهتا لحل تایان 
ا ا 
hes 4۷‏ سط لفط خ الكروي ‏ 


زس مساحة سطح المنطقة الكروية ات ند 14 


غطعت گرد وین جواز ین قعان في اه تفسها من ائرکز فخاد: قطرا القطعين الا جل 
۹۱ گے وکا العد بين اطع ۶۷ , سب حسم ایک , رحجے القطسة 


الكروية ۔ 


7 ت : آأ ۸,۸[ژ[|” ,۹777(۸ ۸" ۱ ۱۱۰۱ .۰ 
لمحل 
(11 یکن غر نصف قطسر الكسرة . من 


سا = 52414 ]۴ 15 وھا على ۳۸ ب ہا لجل ا 


yat اس‎ aria 


1 


إن سا وبا EEE‏ 1 . 
7 ڑکا ۱ اد 1 
۶ ومن الساوانین في خطرة (۱؟ مستتنیم أل 5 


rtf‏ + 5 ع وپ +ام 082 سا 


عت r‏ رد رر TE‏ = شی 


بج ہے ۱۲ ۳ 


ارتفخ القبه الكيرة ‏ دع و ون وم 


٦ج‏ 4 2-5 2 
آڈن جم القبة اليج دح رو ے وت 


تذلك لرفاع البة الصهرة ہہ مهد ۳ ۲ ۳ 
گا 7 ِ 
8 ای ہے کا ہیں نسم 
يحول سج کیٹ نس 7 ل 3 ۳ 
٦‏ 
ET: EE‏ 5 
اج حسم القفسة الکرویه سم د 


وضم سیئر اضر عل بعد 15 مدا تة نصف فطل ها .ا عبسب سا که !زم انق 
ےا ای 

بے 
٣‏ و ھا سد 


ہپ سی کے ان و 
نج٠‏ + تفاخ قمع۔ 
اج عو چوس 8 


کل ( ۸ -44) 


TT‏ 7 با“ لتاشم ا اریہ 3 كي سس چس 
العلاقات اد ند ل لسلست قائم التو ية 


5 ا 
اا 1 


3 ۳ ۳ 0 
e 


5 فا ات 


با FE‏ ھی 
بی 
یھ 
HH ۲‏ 7 سے ™ گ5 


انشکل (۸- ۵۰) لک حص في قروا مائری قال , 
ا سا قط للشاعنۂ و ج راس الط وط . ده کان گاب ج 
ملطاہی الاخلاغ + فاحب حجم المخریھ ذلالة نصف 
نطر الكيرة .و ما تیه مسا عد السطلد انی مخروط 
إل ساط اج و 

کرت 


0 ط لے 
نک فک ارده من تصفب قطرهيا, لسن 5 هرت اناد پا أن اضےلاع اب حر 
hur‏ 


منطامم ٣ lk‏ هي نقطة تاه 1ل حقیات ا عة الك رعلیه فزن 


کا اگ عة اة = 1 طارٴ 


7 مساحة السطح اشانبی للسخروط 
١‏ اجه الکئ 


r 


سان 


ا 7 


تمارین (۸ -ه) 


1 ) لا سود د توب قائیےة وط تج قد اذا جا كول تی باد ي لير اعد لطر 


ارب 


فاس انماع الأسيطوانة مدل نید جب الک . 


۳ 5 3 ہے‎ ٦ ۰ ۳ 5 ۳ - ۱ - 3 : ٦ 
لیا ولک فهنس !لا وی يسارك نمی تو انا اسسب اقلا نسبة اح سطحبهبا‎ 2 


5 ۳ : 
زو اه شوت اک ای ی و ام اذیمی واد شمر ارس لش ۴ کل 
el‏ کل 
کا حجسیں E E‏ جا ارت . 
7 م 35 5 داه 0 5 7 
زا ایز (5۱۰۸) لقا عل عبت رط دالری كالم تس 
تس ایب 5 7 = ۱ 


1 ع و کی ۳ ۱ 1 Lr‏ 
بادا خی غحق 1 کی یه لماع دی قشع ہے الخ 
عل الد کرات تنصبعب فج ان حدم تھا ۹ کب ماد 1 علج 


نجکر وضعہ منهب في الخاس من دون أل بشت اناء عم 


۰ 5 
عادو سیپ تیب ۷ 


١‏ سے مبأسة وججم كه کر یه ارتا ھا ١‏ "7 رنصف خر ق ول 
117 :جس سا حه بیع ند پد سول پم اعد تھا ۳ ریز ا" 5 ؟ 
r. . -‏ - 5 2 


() إل ۸۲۔۰ ع ا صعب كرت قطي هد ثم دن 
نے یی اس 2 8 


سنا ی وی لاقم دانم ارتفاعة 4 . جب جم 


ود عا دی 2 
الا رہ یں 


۶) علبة عل هيلة أسطوالة داتریة قائمة تصش قعل قاع نپا ۴۱۴ رارتفاعها ۴۲۰ ملشت يالماء. 
!3 أدخلنا فيها کے قطرها #۱۸ واه جناھا ایی حم الماء التبقي في العلية . 

() سے ارچ ممتطيلات آباد قاعدته ۳۱۲ ۳۲۰ 4 کب خطمها ۲۸ 2 تحبث وقعت 
جیع الرقوس عل الكرة !حسب حجم آچزه من الکرة شارج عتوازي ال متطيلات . 

ب E‏ الد اتتصرير' الطائب مدعو ا شور بر متا لسن لقانوب روتوم ایک و عن شاب !متام 
ساب التكامل : 
حد أسطوانة دائرية 3 لها كر واراعھا 0 
وافسغ منها تفر وحن ابا تهج ن عتطل بقين ومتقابتی في 
ال آس کیا ف الشکل لا 42۲ 
1 سا شخل کے بحو ہو وزيي الا نی . 
(ب) ما مساحة هذا التطع نف کان پیعد لہ عن نشطة 
ااتغام انیت وط یت 


(ج) سا مساحة مقطع كم ة نصف ثقطڑماے يمسم 


(د) ماذا تسنطیع أن تشولے عن حجمي الجشم في 
رر ET‏ سنن 


3 
(ه) ایت إن حسم الکرۂ = 2 ط را 


ر ر ررثر #©م©إ سلا ٠ی5۹‏ صص ''م۹9۹9۹۱11)) 
تمارين عامة 


/ 0 ا سر EC all!‏ را حجم بخ خی 5 : 
(أ) عنشیر خاسي منتظم ارتفاعه ۱۱ ۲ بصول ضلم فاعدته ۵ , 
اج شوج ا لبي لادم رک اع چم وا ے ملڑع 1 ہے ع قفد اب بی 1 إب سد 1 


ےکپ )ا ھی رب 
۳ عد أساعد منشور ثلاني ماز فيه کو سس ت0 جو امن |= |> E‏ 
اء ا ت ع 2 زی غ اد مان امد هی |د :| ٭ ۰ ۱ ييا حب ار 
یفاضا ہج وان a‏ 
۰ تالت مساحنبم' اعد هرم تافص "٢‏ ۹۰ ت؛' وکان ہے 8۷۰۰م" فيا 
رتفاعه؟ لدا اکنل تفم کے يكين اقاعہ ریا حجےہ؟ 


1۱ اب ح ؛ شرم رب ی تاب اٹہ وی ۳ وط حر .فاد وك اسب او 


یٹ عي 
باج الخدانبية + قانا : حجمہ : ثالث قباس الزاویة بس ارق "ابي ومستوی القاعدة . 

)ا تيك شر رطا در بآ ا بس یئن بواز پاب انف صدة ر يقسي الارقاع إلى اده اقام 
متساریق: نأل اد اة بين أحجام الأجراء اللا عي ۱ : ۷: ۱۸ 

۶ ) کل )٥٦۵۰۸(‏ لأسطرانة وصف سر فيا القافد: ي 
والازتقار أتقسي وغروط رأسه فى مرشز إسدى قاعدق 
الأسطوانة وقاعدتہ تليق على الشاعدة الأآخری ۔ أت أن 
حجم الحروظ : حجم نصف الكر: : همي الأسطوائة + 


کر 2-000 


لج 141-47 


j‏ ا جح و ا ! Lt‏ مش سا ہے i MH‏ : کر 
(۷) دا انت اند فة شرویة تماوی اھ یه اخايه روط کار 7 ی شاد یی اة 
اله ورد هک الع فأثبت ا نسب ارتفاع القیة ! إلى ريام درون کے و 


۳ ب ۱ 
E‏ ۽ ره یا “سب وع چا عل عت ر ود ب اس سرب تشم ۔ آذ کلب نسب يل ۽ الكرة بو باج و 
فا بابلا : تل 3 ۳ اد امش رت د الخاجي لی . باحد انکر اا“ 


0 - 1 ۲ |“ - 
تسا عمجم انکر وط ال تم انکور ۔ 


(ئی محسشم دوي فا پش بب عل نکی اسطیا: اک ود جات مويه ! ۳۹ 1۳۹ و ار 


: وك 7 3 ۳ ی 
ا کان طون الب لأس فائیت إن حسم ها بی عر انخسم هو ہج 


۳ 
۲ 8 جا وو سول یط ۰ - ۲ 8 
(۱۰) تخب حسم أكن روط دالري الم يمكن حصي لي گرد مات ۹رد ر 


11 تروط 


37 دوراي دا فانی) نصقب قطر معدل ھک أرقا رو هنت کم 
1 | ابیت دصق عسل ار اني مسي ےا فا لک وجل م ظا وس سوبد الاي 
نید 
۲ - الت أن لصف عطر دشة ااي هذه الك مع المشروط يساوي ۲ *. 
سے اجنين حجم اشيج وم تاه املس غاعفنء: 
فاعنن ا مخروط ودائرة هس مع ایرو 
واد تر قينا جتان ا 0 کی جا ا که 


الاش ]ہے 
سس 


وپ 5 5 ہے یی رجا کان 

کی التقط هع ×ط ٹہ لھ اب اة ف نی 2 ]ا 
E‏ 7 ۲ ۹۹۶یپ جع 0 
لس یی جود على کے و تين 12 - سے سیا ۰ 


والكترب : 


١‏ - ی ای تاسلج ثم احسب ا حجم المحصور بين افرم الذي راس ؟ وقاعديه 
ات ب ع د والمخروط الذي رأسه 6 وقاعدتہ الدائرة م. 

۲ - آثیث أن الط 400و ظ + هاء ب تقع عل سطح كرة وأحدةة عي مرک رها وف 
فطرھاء 

۳ - آحسب تصفب قطر الات انتي شر بسرەوس اثلث ى٢‏ شاط , ٹم اخسب حچم لقبه 
كرو ية الصعرى الناغحیة من فطع الكرة السابقة بمستوي ! قلت "اھ سے 

(۱۴) ب ج و د س حا هه موشور سائل قاعدته السقل پگ كه یه متحرف متطابق 

الساقین ؛ ضلعاہ شتوازپان : بس ] وه دای طولاجا: لا ٢ل‏ هل المي رالو 

عي ر عر من تطيل واخرف ژب ہہ | طوله ؟ل ويمبل على ستو القاعدة بزاوية مقذارها 

( )الط القائم تراس ب على الستوي ب م ه ۲ بشع على 4. : . والمطلوب: 

(أ) اسب حجم هذ الوشور بتلالة ل. 

(ب) نرسم مقطعا قات) ه ۶ 0 و احسب مساحة هذا القطم القاثم ویرهی آنه شبه 
صحرق۔ فاب الساقی ٹم 'حسب زاو یذ القیامی للثنائیة ألتى وجهاها: ھی ٠‏ اط 
داو 


(ج) احسب المساحة الكلية للموشور لفروضی . 


إجابات بعض تمارين الكتاب 


لباب اخامس 
تمارين (ه - ۱) 
3 7 
H4 î‏ لعظمی : بت علق سے ء الصفری: ٤٤‏ غد س ×۳ 


(؟)العظمي : ١+‏ عتد عر - - + الصسغري! ٩‏ عند سن - 6 
(۴)العظمی ! #اعند س > ۴ ذ العغرة : ۹7 عند س = - 
[1)العظس :۸ عاد س * ٠٠٦‏ ٭الصفری: ۱۲۳ عاد سن ٢ ٦‏ 

۲ وس ۔‎ ٠ العبغري : ۲ متك سن‎ + ٦٠. العظمی : .أ ا نتش می ٭‎ )٥( 


)ا موہ ا ا عتذامی = ۱ا( فی -2 صلل سر >-؟ 


ی 


٦ 
س ل ۷اا ہے سو ا‎ 5 
۳ : زلم‎ 
)۳ - تمارين (ه‎ 
= 0 1 ٦ 
5 71 جص ۓے‎ FEE EI = ہس )۲۳ ل 5 سسا‎ (۰ ET 
1 ٣اب ب۲‎ ۳ 


زم ؟ EY 4 fio iF - ÛR}‏ + (۱۵ اس ۱ 
تمارين (ه - ه) 
CTF?‏ ۰۰۸۲۲۰۰ :۲۱۱۳۰۱۱۲ ۵۰ 34 اب 1 
ول 
الل ۱)1 ۰( ۰۳۲ ۱۲ 


تمارين (ه -5) 

e EDE (+) ۱4۲۸۰4۲ 1(41(‏ ۵۸( ۲ داه 

ا یئ ا رک وج ری س و ء 

لإ 000 ۲-4 i} {Ts‏ ۱6۰۱۳۲۲( - ه) 


200 


1 ا رت سرت et‏ ۴ ا 


تمارين (ه -9) 

مام 7 ۱ 
ت سر ال o Te‏ یر ید رود ل نے 
عم کی سے ۱ : 
1 7چ کیک a‏ له ۲ e |) (۱ e‏ 1 


۶ با سی رھ رہہ ant‏ 


۹ 
(۳ 4« - کو (ه) 1 ا (۹) ط1 ۸+ ال (۷) )٤٤٤(‏ 


3 کہ ۳ 3 
لت )۲ ج لاحي اع 


3 ]ڈو ے و‎ ١ 
2۳ ۱ روس سور وب وٹ و‎ 
ملسي ليع‎ - (8 

11١ + س٣٢‎ 


1 
EST‏ 3 يك علب یٹ سي تک 086 - ملك 
ا 7 اط — لا 
ب ١‏ 


۱ 1 1 
ا ی 4 (۳)صی وک نی" مت ی مد ۲ 


()حی = سی سا جس بو اا( اص ت ۴ 
ری اس سی > +۸281) ق تن ۰ جن" 1ن ٢٢٢‏ 


Fa 5‏ ۳ 1 
([) ف = ۲ - و + نے 


تمارين (5 - ه) 
لسن درح :(۳) 7 4 تہ چب ys‏ مر 


۳ - م 
اه ۱۱ج يراط ہی ۲ 
۷ با 


مار ۹> ) 

TEAS ۲خ يملعا مب‎ {eA یز ت۲‎ EP uAa (Tilda 11 
1 ِ ۳ 

ا سی ا ےس وا و ۱۲94 ۱۰ ۱۵۲۰ ۲۰۰ 


1 
روی) کے TUES)‏ ۳ی نل 
۳ ۳ ۳ 
۳ 
ETE}‏ و( ۰ے وموم کشر وه و ی 
1 ۳ 
التمارین العامة : 
۱ 0 ۱ ب 1 
mwa‏ ۱۲ مت ررس با ۱۱ سس | ۳ سس ۱۳ ۷ ۲۸۰ 4 
۳ 4 + 5 ۳ 
وص اس جو ہبہ IT ARA‏ رو یو ی 
۳ ۷ 1 
TT‏ ام ٩‏ و 
iPr mfr: 1‏ ۲ س ي =4 +۱ سحا 
AT‏ ھ70" {Tali ۷ - 88+ 9 (TTP e TENE‏ 0 
۱ ل 1 
۲۹۱ “ےرم (۲ 4 و {FPF TATA ETA)‏ دی {WED‏ 
الباب السابع 
ارين (/1- )١‏ 
التمارین من ١3‏ ! إلى (- )٦‏ على ارتب 


ك 3 3 ۱ پ۳ 
mK.‏ و ر سے سے ں Rg e‏ ل م سے 
۳ ۳ ۳ 9 ×0 


ا "OEE‏ 
وہ عدن مسن اج ا کک وی سورض E‏ 
1 س4 1 


س 9 
0200 ا YY]‏ ہپ ہے ہے الف ابآ تی گج ]2 _ 
۲ - ل 
کی 7 
TTI}‏ د ۵ یی جو یں وج رو 


۳۹ باه ۳ ۶ یل ا‎ TAF 
سب ۰ تسیود سید 1 اپسپ‎ 5 ern 9 0 
:۱ج 4 0 طط‎ : Lf hs hb [؟)‎ ١: 5غ ةل‎ 
ا‎ : rE 
NN RD رو سی ہر‎ 
1 5 3 ۳+ 95 


۳ب ج > 


جح ؟ 


5 15ت 
جہہع | , 05 ست 
1١‏ 41804 “ 


3 7 E 

سر مرو سر ا ند Yek‏ ۱۵۱ . 
تمارين (۷ - ه) 

۱ 8 تہ 0 0 ۱ ت 

( لو سس الي ۲ (٩‏ لو ۱۰۸ لو ۵ ۰ (۱۱) نر 


۲ 


9 3 1 
10 و( - جنا ( 7 ) ہو یر تاج یع 


4 2 AF 


پ ٣س‏ 
194 سس ل ري 6 (۲۵ اس 


اس ۷ 
ا wwe‏ 4 چا E‏ ۱ 


لو ٠١‏ سو 


سل ۳ 
د ہے 


التمارین العامة : 
جيه لاس وم ۱ 
زب 4 سد E‏ 5 ا سس د م رل( 


٣ط‏ ۱ + ج مب ۰ 
o ۵ J‏ یی 7 bade‏ رر و ہے ۱ کے و :۲۱۱3 شر اب 
١ ۳ 5 ۳ ۳‏ 


الباب الثامن : 


قارین ز۸ ت-٤)‏ 


. ي 
۰۷ ج نے سياس 
7ھ ES‏ ۰۶ 111 مه EAA‏ 


و تمك ناهد تا و نخس کے 
TERAL)‏ ری ويك )ع 

تمارين (۸ - ۲) 

۸ ۲۲ ۱ ۳1 مه ۲-0۳ تخد رهش وی PEN‏ 
زب داد 11111 ربخ بت له 

تخارين (8- ۲۳ 

۱۲۸ بو‎ TEY ve لعج ةنم‎ Û) 

] رب 4 لوباك و ینب دب‎ ۵۱ ۳۳۳ EE) 
n RP موی و‎ Ty Si FE 3سن بے"‎ 


1 


وا ATA‏ ۹۹۸۰ ۳ ۳ں ۲ یں یڈ دہ 


ب 
م 


ر 8٦‏ 
biva)‏ دم با 82 ۶ ٣‏ ترس ب جب ٣.‏ 


۳ ۰ 
رو ا کس رو ۳ و ٦ج‏ یا fy}‏ بات 
ES‏ ۳ 

EV س د‎ (4 ¢ (A) 


تمارين (۸ - ه) 
5 4 
e‏ لحل مه چب (یا یت A (OY‏ بان 


LALAN hits hiv)‏ ھ) وہ iY,‏ ( ۹ و مر" 
التمارین العامة : 

TAA ۱۲۹۱ )۱(‏ £ نيس MNT‏ زر و را 

E AT]‏ ۸۰۱ تلق بی اگ مد زی :و 


بک ہے ۳ 
 (‏ ۱ : ۲ : ۲ ۶ (۷) ۳ تیب :۲۷ 4 (4) سس 2ل مت 


شرك امطاب الأهلية بل و نمست العدودة 
lid Co.‏ مت Pralng‏ إاعن[)0 اسمنا× 
الرياش-السسلكةالعريبة السعوباً 


